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H. GRASSMANN'S 

GEOMETRISCHE ANALYSE, 

licarbeituug der von der Fürstlich Jablouuvvskrschen Gedelbcbaft geälelllcu Prcisaui'gabc, 
die WiederhentelluDg und weitere Ausbildung des vou Leibofz erfnudeiien geomelri<> 
sehen Kalküls oder die Aufstellung eines ihm ähnlichen Kalküls belrefTend. 

Eisi oiDUis Ridtbodus lioita est , tarnen noD omois expecUt. 



Gckrout am 1. Juli 4 846. 



cnii ilie eigciithütniidic Ivnilt eines über seine Zeit hervoirageiiden Geistes 
schon darin sich offenbart, dass er die Ideen, auf welche die Zeitentwickelnng 
hindrängt, aufisufassen und fortzubilden weiss, und er so als Repräsentant 
seinerzeit erscheint: so tritt jene Kraft noch eigenthämlicher hervor in solchen 
Gedankenrelhen, welche der Zeit vorangehen und ihr auf Jahrhunderte die 
Balm (1(M' Knf\^ irkohin^ ;^lci< li';;Hii vor-Treichnen. Witlirenf? die ffleen ersterer 
Art, wenn eheii ilie Zeit bis zu einein srilchen Punkti- iler Entw irkeluiii: lieraa- 
gereilt >v;vr, oll gleichzeitig vou dea hervorragenden Geitstern der Zeit ausge- 
bildet wurden (wie z. B. die Differenzialrechnung gleichzeitig von Newton und 
Leibniz ) : so erscheinen die der letzteren Art als das besondere Bigenthum des 
Einzelnen, als die innerste Werkstätte seines Geistes , in welche nur wenigen 
Geweihten derselben Zeit vergönnt ist einzutreten und ahnend gleichsam anzu- 
selifinen den Rej<'lilluini der Entwickclttnir, Mofelier von da aus über eine kiinf- 
ti;fe Zeit sicii ausbieili ti wird. Wainemi jenr vy>\vn (jedanketueihon in der 
Zeit, in welcher nie hervortreten, da sie eben den Hohenpunkl dieser Zeit 
selbst darstellen, mächtigen Anklang finden, grosse Bewegungen und Entwicke- 
lungen hervorrufen: so verhallen diese meistens fast wirkungslos in der Gleich- 
zeit, indem sie nur von wenigen verstanden werden, und von keinem vielleicht 
i;:u!/ ort erst nach Jahrhundeilen, wenn die Zeit bis zu demjciii^en Punkte 
der l'jitw ickeTuME!; s-ediehen ist, welelien jene (^.ei'^lcskrafl vorMdeod SChuf, 
wird dann jenrr Gedanke eine Aussaat lür eine i riclie Aeiiulte. Dass nun die 
grossarlige Idee j.eii)ni/ens, deren Auflassung und Fortbildung den Gegen- 
stand dieser Abhandlung ausmacht, nämlidi die Idee einer wahrhalt geometri- 
schen Analyse, zu diesen vorbildenden und gleichsam prophetischen Ideen 
g^ört, kann keinen Augenblick zweifelhaft sein, wie sie denn auch das 
Schicksal solcher Ideen getheilt hat. Ja durch eine besondere Ungunst der 
YerU;ihni«'^e ist dieselhe hl*; weit i'iher den Zeitpunkt hinaus verhornen eeblie- 
hen. von wrirlicin ;in li.itlc kr;iKii^ in di*' Zeitejilwif'kehjni,' <'ini;ii'ilrn können 
Denn eiie nocl) jene Leibni/sciie Idee durcl) lyictdiioek aus der Veriiorgen- 
heit hervorgezogen wurde, waren schon von verschiedenen Seiten her Wege 
zu einer ganz verwandten Analyse angebahnt. Dessenungeachtet erscheint es 
als eine wichtige Aufgabe, durch jene Idee, und durch die besondere Gestal- 
tung, welche ihr Leibmz verliehen hat, die verwandte Analyse der Neueren zu 
befruchten und so den lange todt gelegenen Keim ins I.eben zu rufen. Denn 
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wenn auch durch jene mehr als hundertjährige Verborgeulieit jene Idee gleich- 
sam ausgeschieden ist aus dem historischen EntwickeUmgsproccsse: so ist sie 
dennoch, indem sio nun lioi voHiiK , kclncswoj^cs eine schon voraltt^le, sonder-n 
schliov;si oiiion norh fr-i^r1ic!i und IclMMiskranigen Keim in sich, tleni nun sein 
ReelU, mit (ier hi.Nlori.selieii l^nUs ickeliiri^ zu verwachsen, nicht länj^er vorent- 
kallt'ii w crUeii Uaii". Denn eiacrscils ist das Ideal dieser gcomctrisclien Ana- 
lyse, wie es Leibnizen als Ziel einer künftigen Entwickclung vorechwebto, 
keinesweges schon vollkommen erreicht, uocli von den Mathematikern hinrei- 
chend als solches erkannt, aodei-ei-seiis ist auch die eigeniliimiliclic Gestaltung, 
welche er dieser Idee durch seine freilich mehr beisj)ie!s\\ei'ie i;e;j;(M>ej)e Bo 
zeichnungsart verliehen hat. leineswcsp* selum dnrcb cinci» neueren Malhennt 
tikcr auf ähnliche Weise ausi;ei)il(lel wordcfi : vicinit lu >ni(I alle N<Mioren \ori 
andern, vtmm auch oU — dem ForlischriUc der Zeil j^eiua&ä — von viel 
fruchtbareren Gesichtspunkten ausgegangen. 

I^ibniz selbst unterscheidet auf das Bestimmteste seinen Gedanken einer 
rein goometrisclion Analyse, deren Ausbildung und Volleinkm;; iinn als ein 
fernes Ziel vor Augen schwohie, deren Wichtigkeit er aber gleichwohl vollkom- 
men erkannte , und andererseits seinen V'tsiic'i eine!- nciten f!liaralv(eris<ik, 
welclM>n er »iai-an anscliliessl, um die !\l<>;ilii liki^il der Verwirklieliun^ jene? 
üedanke'ns glaublicher zu inachea, und der >>uchwell, wenn er selbst an dei- 
Ausfuhrung gehindert -werden sollte, ein Denkmal zu hinterlassen, welches 
irgend einem Andern späterhin zur Verwirklichung jenes Gedankens Veranlas- 
sung geben möchte. Beides ist daher immer scharf auseinander zu halten, 
wenn man das Verdienst Leibnizeus um die AusbiKlung der geomelriselien 
Analyse richtig wiirdiL'f'n will. Tn der Thaf überzeupl man sich leicht, dass 
die von Lcibniz versuelite Charakterisiik nii hl im mindesten das leistet, was 
er vüü der gcoüielri&chcu Analyse Ubcriiaupl verhcis.sl, dass sie vieluiehr hinter 
dem von ihm selbst gesteckten Ziele so unendlich weit zurückbleibt, dass sie 
nur als ein roher, wenn gleich sehr anerkennungswerther Anfang zu einer An- 
näherung an jenes Ziel angesehen werden kann. Auch kann man nicht be- 
hau [){en wollen, Leibniz habe noch andere Bezeichnungsarten in Bereitschaft 
gehabt, welche der ErrnHump: jenes Zieles näher standen, denn dann wiirrlfMi 
sie auch die RrreichharktMl (lcs^.eliji ii Jaubhaftcr gemacht haben, uml als«. \on 
ihm entweder geradezu stall jener andern iiezeichnungsarten anijeüihit , oder 
doch wenigstens andeutungsweise berührt sein, wovon sich keine Spur findet. 
Man würde somit ein ganz schiefes und ungerechtes Urtheil über Leibnizens 
Leistungen auf diesem Gebiete gewinnen , wenn man nicht eben streng fest- 
hielte, dass er jene Vorzüge, welche er der geometrischen Analyse übei'faaupt 
in Teirhcm Masse zuspricht, keinesweges seinem Versuche als schon beiwoh- 
nend zu^chreihen will. 

Woher aber nun, wenn es 5>o siebt, diese gewaUigen Lobsprüche über 
eine Sache , deren Gestaltung er nicht kannte? woher dies entschiedene An- 
preisen ihrer Wichtigkeit, dies Aufzählen aller der ans Unglaubliche gränzen- 
den Fi iichte, die sie tragen müssto auch lur alle verwandten Gebiete des Wis- 
sens? Wii' können hierauf nur antworten, dass daiin eben eine besondere 
Bevorztigung eines höher begabten Geistes besteht, dass er die Wichtigkeit 
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eines Gedankeng bis in seine fernsten Folgerungen hinein vorahncud »nscbaut, 
während kleinere Geister, das Genn^ügige füi* wichtig haltend, an dem wahr- 
haft Grossen gedankenlos vorübei^ehn. Eben dies hervorragende Talent Leib- 
nizens, vhic ^mm/.o Entwickclungsreihe , ohne sie durchzumachen, dennoch 

ahnend xu ül)t'rfi< fi humi . und nhnfl si(* vorher zn '/«Tglicdern und auscincmder 
zu lopron, sio doniiocli mit proplictiscliom Geiste sich zu vergesrenwnHigon und 
HO ihre folgewielitigkeit m eiieuueu, dies Taloiil ist cb el>on, was tlni zu so 
grossartigen Entdeckungen fast auf allen Gebieten des Wiss»tius gefühil hal. 
Ich hoffe im Verlauf dieses Aufsatzes zu zeigen, dass, abgesehen von einzelnen 
Ucbertreibungen » welche aber riberall mehr im Ausdrucke als in der Sache 
selbst li(^gen, Leibniz hier durchaus recht gesehen, indem ich eine Analyse 
wenig!<tens in ihren Cnindzliiien aufstellen werde, welche hu Allgemeinen wirk- 
lich das leistet, was er als das Zie\ der ^eoniclrischen Analyse ansieht; ja w 
wild zeigen, dass aetiini die wescnliiclien \or2Üge dieser Analyse von iliiii 
mit oiiier gewissen Vollständigkeit aufgezählt sind. Uierdui'ch wird sich dann 
am besten die wissenschuftliche Bedeutung seiner Idee einer geometrischen 
Analyse, darlegen. 

Um auch andrerseits die wissenscIuiAtiche Bedeutung seiner eigenihäni 
iidicn Cliarakleristik :his Liclil treten zu lassen, und damit sein wissonschaft- 
liches Verdien-^t aul diesem Gebiete auch nach der -indcrd Sr>ile hin ztn- \n- 
s^chnnuug zu hiut|4eii, will ich bei der Ableitung und i<4Uwickeiuiig der neuen 
Analyse den We^ einschlagen, dass ich von der Leibnizschen Charakteristik 
ausgehe imd zeige, wie von diesem Keime aus bei konsequenter Durchführung 
und Fortentwickelung, bei gehöriger Ausscheidung des Fremdartigen und Be- 
fi'uchtung durch die Ideen der geometrischen Verwandtschaften, die Analyse 
hervorgeht, welche ich als die wenn auch nur i'clative Verwirklielinnü: der 
Leihnizschen Idee einer jj;eom(>lriselien Anah^^ a!tzu=:-!ien geneigt bin. Dass 
dies nicht der Wej^ ist, auf welchem idi zu dieser Analyse gelangt bin, bedarf 
wohl ivaum einer Erwähnung, 

Das Wesentliche bei der Leibni/schen Bezeichnungsurt ist, dass er 
Punkte, welche ihrer Lage nach unbekannt oder veränderlich sind, gleichfalls 
zu bezeicluicn sich erlaubt, wozu er dann der in der \lgel»a eingeführten Sitte 
gemäss die letzten Buchstaben des Alphabets w.ihlt, wahrend cv A\r ihrer 
Lapre nacli !)ckMnnl«^ii nthM- Tinvoi-iinderüflipn Punkte dnfclj ilic ubriucn !>iich- 
btaben maikul. Diese Bezeichnung wendet er dann in d<'r von ihm uulge- 
theilten Probe beäundcrs auf die' Kongruenz an, indem er ganz allgemein zwei 
beliebige Vereine von entspicchenden Punkten kongruent setzt, wenn, ohne 
dass sich in ii^nd einem der beiden Vereine die gegenseitige Lage der 
Punkte ändert, beide zun» Deeken gebracht werden können, so n 1 'i dass 
jeder Punkt des einen Vereins den etilsprerhenflfni des andern deckt, wobei 
er dann stets (he entsprechenden Punkte aut <lic ('T!fspi-<«chenden Stellen der 
als kongr uenl bezeieluvten V'ei'elne setzt. Ihose einlaehe Betrachtnngs- und 
üczc'ichnungswcise wnd ihm nun tler Ivtim zu einer Reihe höchst überra- 
schender Resultate ; ja er ist dadurch in den Stand gesetzt, wirklich auch schon 
an dieser Probe nachzuweisen , wie eine rein geometrische Analyse mögliii^h 
ist, und zwar eine solche, welcher alle räumlichen Beziehungen unterworfen 
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werden können. In dei' i hat sieht man sogleich , wenn man mit Lfibniz 
all» Zcichüii der Kongruenz wählt, und unter x einen seiner Lage nach ver- 
änderlichen Punkt» unter a, b und <^ aber feste Punkte vei^tebt» dass 

(4) .... ax H bc 

eine Kugel (dercu Mittelpunkt a und deren Halbmesser bc ist) und 

(5) • . . . ax it bx 

eine Ebene (welche ah senkrecht halltet^ als geometrischen Ort des Punktes x 
liefert. Da nun aber durch Kugel und Ebene (ja sdion durch die Kugel allein) 
sich alle Konstruktionen im Räume ausfuhren, und somit durch sie alle Arten 
räumlicher Abhängigkeit sich vermitteln lassen, so folgt, dass das erwähnte 
Prin( iji .uisrcichen muss ftir jede räumliche Betrachtung. Ja es können diese 
beiden Ausdrücke ''I) und [21 als Definttionen der Ku^el und Rhene üfFa'sst. 
und somit aut ihnen das? p\r\y.Q Gebäude der (leoiuctrle selbständig aulii« luiul 
werden. Dia Formel (2; kann als Ausdruck tür den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte aller KugeJn, welche durch 2 feste Punkte a und b gehen, auf- 
gefasst werden. Eben so liefert die Formel 

(3) .... ax H bx ii ex 

die gerade Linie, als geometrischen Ort der Mittelpunkte alter Kugeln, weldie 
durdi 3 feste Punkte a, b, c gehen. Endlich erscheint die Kreislinie als 
Durchschnitt zweier Kugeln, also ist ihr Ausdruck 

(I i: ac 

bx tt bc 

oder zusammoiigezogcn 

(i) .... (ihr. (ihr. 

ftlün sieht lii('r;ius, wie sicli ,ilk's aiil den Au'-ilruck lür die Kugel zin'iirkf'iiliren 
lasst, und daher ein solcher Aulbau der Geometrie auf jenem Fundaniental- 
ausdinick (4) vermöge dieser Einheit und Einfachheit des Princips von hoher 
wissenschaftlicher Bedeutui^ sein würde. Doch würde es mich zu weit von 
dem vorgesteckten Ziele abfuhren, wenn ich auch nur die Grundzuge einer 
solchen Konstruktion der Wissenschaft hier entwerfen %Yonte. wo/u ja noth- 
wendig die Ahleitunp; der erforderliclicn Gi-iindsät/e nnd der Naeluveis , dass 
sie liir die Konstruklieii der Wissenschalt hinreicheji , ^rhoren würde- und 
diese Lintersuchuug wird immer eine der schwierigsten bleiben. Dagegen will 
ich nun die Anwendbarkeit der Leibnizschen Rechnungsmethodo an der Lö- 
sung der beiden Fundamentalau%aben der Geometrie prüfen , indem ich den 
Ausdruck einer durch 2 gegebene Punkte gehenden Geraden und den einer 
durch 3 gegebene Punkte geljenden Ebene suche. Soll zuerst der Ausdruck 
einer dureh zwei ?iiiikto n und b g^enden Geraden gefunden NNerfleii, so 
inuss der!iell)e die Form des Au>drn('ks f;V: crlialten , in welchem statt a, h, c 
3 üüU'spunkte d, V, d cingciülnl werden müssen, die jedocii niclit iu gerader 
Linie liegen dürfen. Man hat dann die Fonnehi : 

/ QX ü b'x H cx, 
(6) .... \ da H b*a H c'a, 

( db u b'b H c'b, 
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weiche in ihrer Vtt^nigung die gerade Liiiie als geometrischen Ort des Vuuk- 
tes X bestimmen. Man kann hier noch die beiden letzten Kongruenzrethcn in 
Eine zusammenziehen 

ab</ ti abb' h abe*. 
Diese drückt dann aus, dass die HQlfspunkte d, b*, c' in eber Kreislinie lie- 
gen, deren Ebene von ab senkrecht in dem Mittelpunkte d^ Kreislinie getroffen 
wird. Ebenso yerwickell sind die Ausdrücke für eine durch 3 Punkte a, 6, c, 
die nicht in gerader Linie liegen, gehende Ebene. Da dei* Ausdi iick die Foito 
(2) haben muss, so rnnss man 3 Hülf«pnnktp a und b' annehmen, und da 
f). c. X in dri- (liii (-)i diese iiüiiäpuuktc bcstiuimtcu Ebene liegen müssen , so 
liut man die 4 l oi mein 

dx H b*x 
a'a B b'a) 

a'b a b'lA 
a'e s h'c.^ 

Die drei letzten Kongruenzreihen lassen sich in Eine zusammenziehen, näm- 
lich in 

abcd ö abcb'. 

Somit hätte man 

^ f ' ' ■ ' I abcd n abeb' 
(von denen übrigens die letzte aus dreien zusammengesetzt ist, und ausdrückt, 
dass n und b' symmetrisch gegen abc liegen] als Formeln (Ür die durch die 3 
Punkte b, c gehende Ebene. Wollte man diesen Systemen von Formehi (5) 
und (61 dif erfordoi'lirhe Einfachheit gehen, m rniisste man im Stande sein, 
die willkührlichcii ll(il^^^j)UMk^t> , welrln' inil der Natur der AuCgabo nichts zu 
ihun haben, herauszuschallen und das System von Formein jcdes-mai in eine 
einzige zusammenzuziehen. Man sieht sogleidi, dass dies nach der Leibniz- 
schen Bezeichnung, so weit er sie entwickelt hat. unmöglich ist. Bleibt man 
daher bei ihr stehen, so ist wohl h it Iii /u sehen, wie die Menge der Formehi 
bei einer einigermassen verwickelten Aufgabe bald ins Ungeheure wachsen 
muss, und wie man dabei eine ^^*•nge von Flemenlen mit in die Betrachtung 
hineinziehen miiss. welche nul der uihprünglichen Aul'ual)!- nichts zu schallen 
haben. Man erkennt liier das üngenügeiidc dieser Cliarakleiislik. Worin be- 
ruht dies? Zuerst offenbar darin, dass statt der einfachen Beziehung der 
Gleichheit, welche allein in mathematischen Formeln heiTOrtreten darf, damit 
man überall substituiren kann, die Beziehung der Kongruenz eingeführt ist. 
Wohl gilt lur diese Beziehung der Kongruenz das Gesetz, dass, wa$ demselben 
dritten kongruent ist, es auch unter sich sei: nber kei- 
nesweges, dass man iiliei lianpt in einer Kongruenzglei- 
ciuing statt jedefi Ausdrucks den ihm kongruenten setzen 
könne. Es sei z. B. ac a bc und ein Punkt d liege ausser- 
halb des von c auf ab gelallten Lothes, so ist nicht 

acd H bcdt 

obgleich doch ' 
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ac H hc, 

m das& iuau also in ace2 n acd nicbl auf der eiuun ^eiiu s^laU aa das ttim kon- 
gruente 6c setzen darf. Oder noch einfacher, da alle Punkte kongruent ^iiid. 
so würde man, wenn man das Kongruente sich gegenseitig substitoireu könnte, 
abc kongruent setzen können mit jedem Vereine von 3 beliebigen andern 
Punkten, was ein Unsinn ist. Bleso MÖulichkeit der Substitution, welche 
»1er (»liiueii Bi''/rifl>nHiiq nhirosrlmiflcn ist. müssen wir altor notliwcndip; bei 
joder riuUljeinalisclieri tJezeichriniiii^ iuilifrlit nliiilli'n, \A'enn sii> zu rniclil reichen 
l^rgcbnissen führen soll. Daher haben wir zunaclisl die Bezeichnung m 
ändern, uud die wcscutliche Beziehung der Gleichheit einzuführen, indem wir 
nur das als schlechthin gleich setzen, was wir in jedem Uilheile gegenseitig 
substituiren können. Wir fragen, wenn abc kongruent ist def, was ist dann 
das Gleiche zwischen beiden Vereinen von Punkten? Offenbar muss dann 
irf^end eine geomelrische Fiuiklion dei' 3 Punkte a, h, c I^le^ch der entspre- 
chenden Funktlnii rlei- drei Puukt<' r. f gesetzt werden. Wir wollen diese 
Funktion voriauiig mit dem Zeichen fiyura odoi'fiy. bezeichdo», und setzeu statt 

übe H def 

jetzt 

fig. (a, b, c) = fig. (d, e, f] 

und ebenso 

fi;jr. in, b] — ii'j.. ( d, e), 
wenn ab ifleich hiiii; ist mit ile. Ks koiunit dann darnnf .in, dii- lM)rm ilirspr 
Funktion zu linden, namentlich bei zwei Punkten also tlie l-orrn din" Funktion 
fig. [a, b). Denn die Gleichung 

fig. (a, 6, c) = fig. (4 e, f) 
ist nur eine Zusammenfassung der 3 Gleichungen 

fig. [n, b) = fig. [d, e] 

ßg. {b,c] ^ fig. 

fig. (c, a) = fig. {f, d). 
Erst wenn es uns gelingt, die Form dieser Funktion auszumitteln und die Ge- 
setze, welchen dieselbe unterliegt, sind wir im Stande vollkommet) fi-el zu 
.«ub^^titiiiref». I'ni dazu zu eelnnsen , wollen wir zuerst die T,eibni'/>? du; Klee 
ei'weiterri , indi-iii wir sie auf anden* VerwaiidlM hjficn iilM-rlr-mt ii. So könn- 
ten wir z. B, bei alinliclien Figuren i»agüii, iiu-e (jcstalt sei gh'icli, und kutui- 
ten-also statt 

a6c o»* def 

schreiben 

form (o, §c) =s form [d^. 
So konnten wir di(> (ilricliln it des Flriehenrnnins zwischen je 3 Punkten oder 
die Gleirlihoii d'>s Korjtei l amiKv /wische« je 4 Punkten oder auch die AtfinitSt 
durch be.'^ondere /eiclien ausdrueken. 

Wir schreiten, indessen sogleich zu der allgemeinsten linearen Verwandt- 
schaft, der Kollinealion, und setzen fiir zwei kollineare Vereine 

a, b, c, d, e, f und a', b*, c', rf', ef, /" die Gleichimg 
collin (a, b, c, d, e, f) — collm {o>, b% c*, d', e', /*'). 
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ünler allen clif-'^fni Vonvnrifi?«>chaflcn orsrhoint nun nlloiYliri^"^ von einer 
gewissen Seite aus [»'iiMrlilrt die Kdinii ihMi/. ;(l> (Iii' ciniachble, •~(>r<'rji sich hier 
allcü aul Funklioneii von /Nvei Pnnklon zuiucUulncn liissi; unci in dersellje« 
BeziehuDg et'scheint die Kollineation als die verwickeltste, sofern hier 5 Punkte, 
von denen keine 4 in Einer Ebene liegen, mit beliebigen solchen 5 andern 
kollinear verwandt gesetzt werden können ; und erst für den 6ten Punkt tritt 
eine Bestimmung ein von der Art, da8s, wenn in dem einen System der 6te 
Punkt gegeben ist. ilnnn di r rritsprechcnde 6lo des f>n(]prn Sy<?emos be- 
stimmt ist. Die oin[a( li>li; 1 imlv.tiüu, anf die sich also hei i Kullineatron im 
Haunii} alles zurückluhren lässt, ist eine Funktion von 0 Punkten, uiid man 
sieht leicht ein , dass zwei Systeme von beliebig vielen Punkten dann und nur 
dann kolltnear vorwandt sein werden, wenn zwischen je 6 Punkten beider 
Systeme jene einfachste kollineare Beziehung statt findet. Während also die 
Kongruenz auf eine Fuidction zweier Punkte zurückführte, so führt die Kolli- 
neation auf eine Funktion von C Punkten zurück. Sieht man hinireaen auf die 
'Art wie bot der Knn!:in(nz der zweite tind h<'i der Knlh'neation der Gte 
Punkt bedingt ist^ so eiseiieint umgekehrt die Kollineation als die einfachste 
Verwandtschaft. 

Denn wenn zwei Punkte eines Systems und von den ihnen entspre- 
chenden Punkten des kongruenten Systems nur der eine gegeben ist, so kann 
der andere dann \\ lllkiihrlich auf einer Kugelflaclie liegen, welclie den ersteren 
V*unkl zum Mittelpunkte und die i:e2;enseitigo Entl'< i iiiini^ der beiden Punkte 
des ersten Sy.stems zum ffalbrno'ist'i hat ; die erste liestininninn; , welche hier 
eintritt, ist also eine partielle, an ilea BcgrilT der KugelÜache gekruipfte. Hin- 
gegen wenn '6 Punkte daas Systems, von dcucu keine 4 ia Einer Ebene 
gen, und 5 entsprechende Punkte eines kollinear verwandten Systems, von 
denen dann auch keine -4 in Einer Ebene liegen dürfen, gegeben sind, so ist 
zu jedem 6ten Punkt des ersten Systems der entsprechende des andern voll- 
kommen bestimmt, und die erste Bcsiinnnung also, welche bei der Kollineation 
luTvortritt. i«t *Mne vollkommone. Auch ist lifknnnt, dass die Art. wio rlrr tite 
l'uukl ilt v knlliiii iir \ ci \\ .iiiilirri S\'«!toiiis vmu den nciiebenen Punkten aliluiniil, 
nur durch Ei>eiu;n i^oder, wenn man will, durch gerade Linien] vermitlelt ist, 
während die Kongruenz durch KugelÜächen vermittelt war. Nun schliesst 
aber der Begriff der Kugeinäche den der Ebene ein, m sofern die letztere als 
Kugelfläche mit unendlirh entlernteiu Mittelpunkte aufgcfi^^i v ikIih Kaan, 
hingegen nicht umgekehrt dieser jenen; denn es lässt sicli ein selbständiger 
Theil der Oeometric ausbilden, in wclchf in der Bei^rin" d<'i- TCn'^'l ^uch nicht 
einiuul der Vnl.ige nach vorausgesetzt isi, wie dies mjh (ini^^in uiü iu .>einer 
Ausdehiiuiij;-5khre nachgowioäUii ist. Es erscheint also in Jiczui^ auf die Art 
der Abhängigkeit — und auf diese kommt es bei der vorliegenden Untersu- 
chung nur an — die Kollineation als die einfachere Yerwandlschall. 

Daher gebe ich von dieser aus, betrachte jedoch xun irlisi nur kollineare 
Systeme in derselben Ebene. Da lassen sich «lann zu 4 Punkten, vi n l< aen 
kerne 3 in Kiner tjernden Linie Hegen, iH-lirhii;*' i andere solche Punkte als 
entspi'i'clit'ndc eines kollineai- verwaiidlen Systems setzen, aber flnnn ist zu 
jedwu 5ien Punkte des einen Systcujs der entsprecheudc des kollinear ver- 
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wandtoa Systems vollkominon bestimmt, und es fragt sich, welches die Art 
dieser BestimDiu Dg ist. Um mich im Folgenden kürzer ausdrücken zu können, 
will ich sagen, die gerade Linie, welche durch % Punkte g^t, sei aus diesen 
Punkten. mn\ (lor-Durchsrlniittspnnkt /wöipr npracJon n«s diesen Geraden dni-ol» 
lincalc Koiistrulvtioa abgclcitel; und zwar die derade zwisclien ?:\vei Pnnkleii 
a mul b sei aus diesen Punkten, oder der Durclisclinittspuukt zweier Geraden 
A und B sei aus diesen Geraden durch die entsprechende Konstruktion abge- 
leitet, wie die Gerade zwischen den beiden Punkten a* und b' aus diesen 
Punkten oder der Durchschnittspunkt zweier Geraden A' und B' aus diesen 
Geraden abgeleitet ist. Wenn nun a, b, c, d, e und b', c\ rf', «' entspre-» 
chende Punkte zweier koIHnearen ebenen Vereine sind, also 

collin (a, b,c^d,e) = collin (a, b\ c, rf', «') 

ist> so folgt aus dem Princip der Kollineation (s. Möbius baryc. Kalkül §.247), 
dass, wenn e aus a, b, c, d durch lineale Konstruktionen sich ableiten lässt, 
dann e sich aus a\ b', e\ d durch die entsprechenden Konstruktionen ableiten 
lasse. Ferner ist bekannt (s. Mob. bar. Kalk. §. 205), dass, wenn von den 

Punkten n. I>, c, rl , welrlio in Kiner Khrne liegen, krinf 3 in i^(!rader Linie 
liesien, juder andere i'uiiU dnsiolben tbene sich durch lin<Ml(' Ivon^lruktinnon 
cutwtider genau, oder so annähernd, als mau will, ableiten Jasst; als^o genügt 
das erwähnte Princip der Hnealen Konstruktion für die Auffossung der obigen 
Kollineationsglcichung. Man sieht also, dass die ganze Art, wie der 5te Punkt 
von den 4 übrigen abhängt, nur gegründet ist auf Jene einfachen Konstruktio- 
nen, und dass also, wenn man den fünften Punkt analytisch ausdrücken will 
durch die vier andern, man nur die Verbindungslinie zweier Punkte al.s Ver- 
kniipfunp; dorspllipn und den l>itrch.schnitt zweier Geraden als Verknüpfung • 
dieser Geraden ausdiuckt ii und tlie Gesetze dieser Verknüpttmgen aufstellen 
mu&s. Hierbei ist jedoch zu Jjemeriven, ilass weder die Punkte un äicb, nadi 
die unendlichen Linien können als Grössen aüfgcfasst werden , indem zu der 
Grösse wesentlich gehört ein der Vergrösserung und Verkleinerung fähiger 
Masswerth (metrischer Werth). Sollen es daher räumliche Grössen sein, 
welche der Yerknü))funü; unterworfen werden, so muss man an ihnen ein 
Zwiefa<^hfs Tinfcr'jcheiden. nämlich einerseits ihre Lna;o im Räume und anderer- 
seits ihicii Mnsswntli, \^(>Icher auch mdöhchcr Weise eine blosse Zahl"rösse 
sein kann- und zwei räumliche Grossen wird man nur dann einander gleich 
setzen können, wenn sowohl die Lage im Räume, welche an ihr haftet, als 
auch ihr Masswerth glcidi ist. So z. B. stellt der Punkt als solcher nur einen 
Ort im Räume dar, der Punkt aber, der mit einem bestimmten /ahlkoefBcienten 
behaftet ist, erscheint als räumUche Grösse. Dieser ZaUkoefticient kann eins 
<*ein. dann erscheint also der Puiikt selbst auch als Grösse, aber nur in sofeni 
an ilim der Zahlkoeffirient '1 als Ijcsoml» ror "Werth eines dn- Vcrandcrunji; 
fähigen Zahlkoellicienten aulgeläs.sl wirdj dudmcli erscheint dann auch der 
Punkt als der Vergrösserung und Verkleinerung fähig, also als Grösse. So 
erscheint, um ein anderes Beispiel zu geben, ein begränztes Stück einer geraden 
Linie als ^räumliche Grösse, indem die Linie (als unendliche) die I^ge im 
Räume darstellt,- ihre Lange aber den Masswerth. Wenn der Masswerth einer 
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Grösse miU wird, so verschwindri die Grösse, und sie muss also selbst dann 
gleich null gesetzt wenlen. Uh \\\\\ mm solche init hcstimmtcii Masswerthen 
versehene PunlJi' und Gerndo K?!*'zwe'_! Piin!dfjr<»'^*^''Mi iiini I .liiicnm'össeri 
nennen, luni will ujiler der Ivonibinaliqn aO zweier Punkt^^rossen u und b, d. h. 
zweier Piink{e mit zugehörigen Koefficienten» eine LiniengrÖisse verstehen, 
deren Linie durch die heiden zu a und b gehörigen Punkte geht, und deren 
Masswerth späterlun noch festgesetzt werden soll; und ebenso unter der Kom- 
bination AB zweier Liniengrössen A und B (d. h. zweier begränzter gerader 
Linien) eine Punkljirösse, deren Punlvt der Dnrchsehniltspunkt der zu A und B 
gehörigen [»ei-nd^'n Linien ist, und dei'en KoeCIlfient spatrihin bcptimmf werden 
soll. 7tiii irli.-.l ich nur noch die Voraussel/.iuu; hinzulugen, dass das Er- 
gebni.ss dieser Verknüpluiig stets einen . bebtimmten Werth haben soll, um 
daraus die Fälle zu entwickeln , in denen der Masswerth dei* durch die Ver- 
knüpfung gewonnenen Grössen null wird. Zuerst betrachte ich die Kombination 
zweier Punklgrössen. Fallen die Punkte beider zii>;i:iimen, so ist die gerade 
Linie ihrer Kombination unbestimmt, das Ergebniss der Verknijpfung würde 
nho wider dir» Voraussetzung: luibfsthnmt sein, wenn vv,\n nicht anniilime, dncis 
dann drr ^las■^\\ ci ih null werde. Al'so wf>nn dir- oliipc \ o[ ;)iiss('lzurig [»eslehen 
bleiben soll, so müssen wir die Kombination zweier Punklgrt»sseii null ^et^een, 
wenn ihre Punkte zusammenfallen , und aus demselben Grunde die zweier Li- 
niengrössen null setzen, wenn die zugehörigen Linien zusammenfallen. Femer 
wenn von dm beiden Punktgrössen die eine gleich null i$t, so kann ihr Punkt 
jede !)eliebige Lage haben; also ist dnnn ruich die Linie ihrer Kombination mit 
der andern Punktarfisse nnbesfimmt; soll also die Vorans»ie»7ung aufrecht 
erhahc^n w'erden. so muss auch in die-^em Falle die Kotnliinnlinii mil! i^CM tzt 
weiden. Und aus demselben Grunde wird auch die Kouibujation zweier Li- 
niengrössen null gesetzt werden müssen, wenn eine derselben null ist. Da 
nun aber auch in keinem andern Falle als den erwähnten die räumliche Lage 
des Ergebnisses unbestimmt ist, so können wir auch festsetzen, dass in keinem 
andern Falle das Ergebniss null sein solle. So gelangen wir zu der vorläu- 
figen Definition : « Zwei Punkfgi'össen oder zum Ltmenf/röfi^'t'n fi^'hnn l-omhfnirf 
dann mi'f nur dann nuU, icerm entweder eine derselben null ini oder beide 
diesdbe Lay*' lutben. » 

Durch diese Bczcichuungsweise ist man nun 
im Stande, jede lineale Abhängigkeit in Form einer 
Gleichung darzustellen, deren eine Seite null ist, 
während die imdere keine andern VerkmipAn 
in sich schliesst als die oben bezeichnelefn , z. B, 
bedeutet 

ah = 0. 

dass die Punkte a und b zusammenliillet), lerner ' 

{ab) (cd) e — (i, 

dass e der Durchschntttspunkt der beiden Geraden 
ab und cd ist. Denn [ab) [cd] drückt den Durch- 
schnittspunkt der Linien ab und cd aus, und die 
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Gleichung {ab) {cd) e = 0 drückt aus, dass e mit dies(Mii Piinklo zusammen- 
fällt. Auch kann man in solchen Gleichungen statt Jeder Funktgrösse oder 

linioiigrÖssf! , die nicht null isl. ein^ ;^n<lero solche von iilf ich«^' Lhl'p . d. h. 
welche mit ihr ko'nlM'nirt null pieltt, Auch isl klar, tkiss man das 

Pnucip der KolliiicatioH jetzt auch voruuttelsl (J(;s Begriffs dieser KoiubiuationÄ- 
gleichungen so aussprechen kann , dass jede Kombinatioosgleichung zwischen 
den Punkten eines Sysioms auch auf gleiche Weise zwischen den entsprechen- 
den Punkten des kollinearen Systems statt finde. Es bleibt noch die Kombi- 
nation einer Punktgrösse mit einer Liniengrösse zu betrachten übrig; für diese 
haben wir dem Früheron analog nur festzusetzen, dass sie dn?ui. Jihor nuch 
nur dann null werde, wenn entweder eins der yorknii|)liiii.u>ulii'ili r null ist, 
o li i- n r Funkt in der Geraden liegt. AVic frudhhar sciiOJi diese einlache Idee 
isl, und zu vvelchcu unerwarteten Aufsdüüsscn Uber die Natur der Kurven sie 
fuhrt, hat Grassmann in seiner Abhandlung über diesen Gegenstand in Crelle's 
Journal f. d. Math. Band 34 gezeigt. Auch ist man dadürch schon im Stande 
eine Gleichung aurzuslellcn zwischen 10 Punkten der Ebene, von denen fünf 
den fünf rdjrigen kollinear entsprechen sollen; denn man hat nur nöthig die 
bekannte Konstruktion des fünften entsprechenden Punktes vermittelet de*=. Li- 
neals in dir ( iimi liihrto Bezcichnun»RWf?sc umzusetzen, um zu die*er Glei- 
ciiuui^ zu gelanj^eii. Doch würde dieselbe in sehr komplicirlcr Gcslall erschei- 
nen und keinesweges» geeignet sein» um das Wesen der Kollineafion unmittelbar 
darzustellen. Um zu einer solchen Gleichung» die dies in der That leistet, zu 
gelangen, müssen wir den Begriff der Kombination dadurdi erweitem, dass 
wir auch auf die Hasswerthe Rücksicht nehmen. Hierbei kann ims die Ana- 
logie mit der Multiplikation, welche hier sogleich in die Aug^n springt, leiten, 
Diese Aunlni^ie zwischen der Multiplikation und der Kombination ihn' Punkt- 
grössen und Linieugrösseu zeigt sich nach dem bisher bemerkten besonders 
darin, dass, wenn eins der VerknUpfungägUeder bei der Kombination nUll ist, 
auch das Ergebniss derselben null ist, und dass, wenn das Ergebniss null ist, 
es auch null bleibt, wenn man die Masswerthe dei'jcnigen Yerkulipfungsglieder, 
die nicht null sind, in beliebigem Verhältnisse wachsen oder abnehmen lässf. 
Wir delinf^n daher diese Analot^te noch weiter aus, indem wir, wenn « und ß 
Zalilgrö^scii , A und Piuiktiiitissrn odi'i* f^iniongrössen sind. f^A' 'ßB'' ^ 
aß {ÄBj setzen. Sind also z. U. A und ß Punkte, j>o isl die Kouibinaiion iler 
Punktgrössen gleich der mit dem Produkte der KoelHcienten raultiplicirten 
Kombination der Punkte. Die wesentliche Bedeutung der Multiplikation li^ 
(siehe Grassmanns Ausdehnuugslehre §.40) in ihrer Beziehung zur Addition, 
dass man nämlich, statt eine Summe zu multipliciren, ohne Aenderung des Er- 
gebnisses auch ihre Stücke elnzehi auT gicielie W<'i-e multipliciren und diese 
Produkte addiii'ti könne. Wir hal>en daher /u \er.^tH'hen, ob wir nicht den 
B<^iff der Addition der Punktgrössen und der l.iniengrössea, so wie auch die 
Bestimmung der Masswerthe der jetzt als Produkte aufgefassten Kombinationen, 
in der Art zu vollziehen vermögen , dass jene Beziehung der Multiplikation zur 
Addition und Subtraktion ihre Geltung behalte. Wir nehmen an, die Summe 
zweier Punktgrössen sei wieder eine Punktgrö>!5< . und betrachten zuerst die 
Summe zweier Punkte o + 6. Da nach dem Begrifte jeder Summe a b = 
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6 + a sein und die Summe eine bestimmte Grösse sein muss, so ei^giebt 
sich , dass der Summenpunkt gegen a und b gleiche Lage haben und seiner 

Lage nach bestimmt sein muss , also dass sein Ort nur die Mitte zwischen a 
uiiri b soin kann. Es sei s die Mitte zwisdien a und 6, und x der Koefficient 
dui' Summe, also 

' 7 ! .... TS = a h 

Süil nun die multiplikativc Hr/ir-hung i^cltm, so muss 

.rss =:— StI -j- s(> 

sein; also da sj» null ist ^als Knniliinaiidti /us imtncnfallendei" Punktej, so iiat man 

0 = SU -f- .sb oder ma -= — sh, 
d. Ii. m und öb ^^was zwei gleieh lange aber entgegengc&el/.l gel ichtete Strecken 
siud) müssen für die in Rede stehende Analyse als gleiche aber entgegenge- 
setzte Grössen au%efasst werden. Femer durch Multiplikation mit a hat man 

asas = aa -f ah = ab, 
da aa null ist. Nun ist ab (l< | i|itlt so lang als as und gleidigerichtet mit as 
Bezeichne ich das Doppelte von as, wenn es in derselben Linie nach gleicher 
Richtung^ liegt, mit 2as, so ist also ab = 2as, mithin 

xas = 3a$, 

also X = t mid somit 

(8) . . . a -f- & = f 
d. h. die S'JniTTio zwoior Punkte ist ihre Mitte mit dorn Koorficipiiten Be- 
trachte ich nun irgend einen Punkt r, so muss, wenn die Beziehung der Mul- 
tiplikaliun zui- Addition allgemein gelten soll. 

ra + rh ^ r (a -\-bj— 2r.s 

sein. Dnraos foli^t -^ogleirb, dass die Summe von r-r und 
rb <he Di luminle / '/ di s Paralle!oü;ramins orbd i*l und 
dass, wenn ra und rb dieselbe Uiciitung haben, dieSumme 
so gross ist als beide Stücke zusammengenommen, dass 
also dann die Summe dieselbe ist, als wenn man beide 
Strecken wie Zahlgrössen addirte. Namentlich ist, wenn 
a, b, e Punkte derselben geraden Linie sind, allemal a6 + 6c — ao. Hieraus folgt 
dann auch, dass aoh, wo « eine Zahl ist. pls eine LiiiienirrÖ'^so aufzufassen ist, 
wrlclu* (Ül'noÜm' Lage hat, aber « mal <j^vu>^cv ist nh] und dnss ako die 
Strecke ab gcuau den Masswerlfa der Kombination ab darstellt, wahrend die 
Linie ab als unendlidie ihre Lage darstellt. Nun lässt sich auch die Summe 
aa + ßb, wo tt und ß Zahlen , a und b Punkte sind, leicht ausmitteln, wenn 
a + ß nicht null ist Nämlich es sei 

aa ßb = X8, 

so muss für jeden Punkt r 

r [aa + ßb) =: xrs d. h. 
(10) .... ara-^ßrb = xr$ 
sein, abo namentlich auch wenn r in s fällt, also rs null ist. Dann hat man 
(it) . . . . asa + ßsb = 0 

r 
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d. h. s ist der Schwerpunkt zwischen den Punkten a nn l , wenn diesen Ge- 
wichte beigelegt sind, die den Zahlen a und ß proportional sind. Ferner fallt 
in der Gleichung ( 40 ) r in o, d. h. wird ra null, 'so hat man 

ßab = asas, 

und wenn in (40) r gleich b, also rb null wird, 

aba = xbs. 

Alüo die zweite Gleichuiij^ subtrahirt von der ei*stei'en 

ßab — ftha — 07 ins — 6s) 
oder da — 6a ■= a6, — 6s =s sb und as + s6 = «6 ist, 

{ /3 + a] ab = xab, 

also X ~ a ß , also 

(42) . . . ö£» + /96 = (a + /?)s. 

Also die Summe zweier Punkigrössen , (!eren Koefficientcnsumme nicht null 

ist, ist der Scliwerpunkt mit einem KoeWicienlen , der die Siimnif' jener Koeffi- 
cientcn ist Wie n\(\u nun diese Vrrkniipfdn;: rlfi- PnnUt* (^:!i'r i'^sen. 
die wir hier als AddiUoii l>L-zei(hnel haben, lu der Ihat als solclie nachweisen 
kann, wie daraus ciuo eutsprecheade Subtraktion sich entwickelt, wie als die 
Differenz zweier Punkte eine Strecke vOo konstanter Richtung und Lange er- 
scheint^), wie daraus eine Addition und Subtriskktion solcher Strecken hervor- 
geht, alles das kann hier nicht der Betrachtung unii r\snrlon werden, da dies 
schon aus den WtM-ken und Abhandhiti^en von Möbius und Grassmann als 
bekannt vorausEjespfz» \Aenlf»n flatC. und jet^t sehnn l<1:ir /n T-<\<z<^ 'ie'jrt, \vi<j 
man auf dem • iimoschiagenen Wege weiter iortsclrreileii kann, um auch 
zu diesen Verfahi(ni^»>artcii und Gesetzen zu gelangen. Doch werde ich wei- 
ter unten diese Gesetze wenigstens fUr Punkte und deren Vielfache entwickeln. 
Aus eben dem Grunde kann idi hier nicht darauf eingebeu, zu zeigen, wie die 
hier als Kombuiation bezeichnete Verknüpfung mit der algebraischen Multipli- 
kation unter einen Begriff zusamroengefasst werden kann , wobei ich für die 
crs^crp den Namen der- äusseren oder kombinaforfscben l^fultipUkation beibc- 
lialtc, wie jetnci- >irli hiorans oiiip MnIlipUkation der Slreeken (als Linien von 
konstanter Richtung und Länge; und der Punktgressen mit den Strecken ent- 
wickelt, wie femer die Liniengrössen unter sich und mit Punktgrössen kombi- 
natorisch multiplioirt werden können und daraus wieder entsprechende Gesetze 
fiir die MuUi|^)likation von Flächenräumen unter sich und mit Strecken hervor- 
gehen. In Bezug auf alles dies miiss ich auf Grassmanns Ausdehnungslehre 
verweisen Daher schreite irli, iiachdetn ich noch die Anwendung auf dii' Kf»l- 
hneation gegeben, zu der Entwickelung der wirklich neueu licchnungänieUiodeu, 



4j Uiu Missvi r^iamliii^scii voiziibfugoii ^ will ieli hier noch lK'iiJt riu>ii , üass da« J,i- 
aiengrOss« eft uikI die Sirccko b — a hiernach awar cioe vprwjiiidte, aber docb citif 
weseDlHcb ver»cliiedea^ Kedeutung hsben, insofera die Gleichung b — a s d — c nur 
aiudrUclct, dass die von a nach h gezogene Linie gleich lang und gleichgerichtet ist mit 
der von e nadi d gezogenen, wohmgefen die CileicliunL; nh = cd nicht nur dies aus- 
druckt, sondeni zugleich, dass ab und cd Ihcda ciuc-r inul «iersollxüi uueuUlichen gcfadu» 
hmh sind. 
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wobei ich aber die in den angeführten Schriften gewonnenen Ergebnisse vor^ 
aussetzen muss. Wir suchten oben die Foim der KoUinear- Funktion. Nun 
ergiebt sich, wenn 

oollin {a,b,c,d,e) = colUn (a, b\ tf, d^, e') 

gesetzt ist und unter abc der Inhalt des Dreiecks, dessen Ecken a, b und c 
sind, verstanden ist, und zwar als positiv genommen, wenn c von ab aus nach 
Knks Hegt, dass dami (Ausdehnungslehre §. 465) 

««6 ebc eab' eb'c 
dab * dbc d'ab' ' d'b'c 

ist. Doch ist durcli Eine solche Beziehung der Punkt e' noch nicht durcli die 
übrigen bestimmt, also die kollineare Beziehung nicht vollständig ausgedrückt; 
wohl aber genügen zwei solche Beziehungen , also 

/ eab ebc eca \ / e'ab* e'b'c ecd \ 
' dTc • dcä) i^rfW • I^' • rfV7 )' 

wo die Klammer auf beiden Seiten die Gleichheit je zweier ealsprccliCAde]' 
durch das Zeichen : gegliederter Verhältnisse ausdrücken soll , und wir 
können also. 

/ eab eca\ 
^^^^ ' ' ' ' ' dbc'H^a) 

als die gesuchte Kollinear -Funktion für die Ebene ansehen. Für den Raum 
würde man übrigens, wenn unter abcd der Inhalt des Tetraeders verstanden 
ist, dessen Ecken a, b, c, d sind, aus 

collin (a, b, c, d, «, f) — collin (a\ b', e, d', e, f ) 

erhalten : 



/ fabc ßcd fcda fdab \ 
(14) l ea6c ' ebcd " ecda ' edab J. 



gleich dem enlspredicnden Ausdruck in a, b', c\ d , e, f, worin dann die 

Gleidilieil dreier V(>r!ifiltfjissf> nnsafHlriickt liegt, und der Ausdmck (44) wüixle 
selbst die Koliiiicar- Funktion im eleu Kaum darslelleii. 

Die Al)leilutig der iiouen Tl> chnungsmi ilKulc Ixiiiipfp irh nun wlorfer rm 
Leihnizens Idee an, indem ich der nach dt;i « iiK ii beite iiin ('inf uli>t' n 
VerwamUöühaft, der KoUineation , sogleicli zu dei* nach der andern Seite inu 
einfachsten, der Kongruenz, schreite, von welcher Leibniz ursprünglicli ausge- 
gangen war ; und durch die bisher aus der Kollineation abgeleiteten oder viel- 
mehr als ableitbar nachgewiesenen und nun als bekannt vorausgesetzten Ver- 
knüpfungen wird es nun möglich , auch die Kongruenz auf entsprechende 
Weise zu hehandeln. Aus den bisher Tielrachfeten Verknüpfungswoisen nRnilirli 
la'sst sich Hm'^ Prinfip drr Kongrueir/ viH)f nfdnid'^n. dr» sich y'wr nur aiil' das 
Ziehen von '^vi inlcu iJuien t)der da-- lliiiilniclilcm'n von Ebem'ii duich gei;(»bene 
Punkte bezieiien, aber nicht die iNaiin di s Kreise:» oder der Kugel mit in sieh 
aufnehmen, wie dies bei der Kongruenz der Fall ist. Da sich auch der bisher 
erschienene Theil von Grussmanns Ausdchnungsicliro nur auf solche VerknU- 
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pfiings weisen erstreckt, welche bloss von den Begriffen der geraden Linie und der 
Ebene abhängen, so werden wir auch in diesem Werke, mit Ausnahme einiger 

Andculungen in der Yoncdo desselben, keine Entwickelüngen mehr vorfinden, 
welche den im Foli^^crnlrii darzulegfiuloii Veilviiiiiirungsweisen zur Seile gehen. 
Deshalb werdi' ifh \on nun an, um an SchailV' nichts vormlsson zu Inssnn, dm 
Weg wählen, clasj^ ich jedesnjal narh Aiileiluii!; eines lieiii-iUes theseii BegriflF 
in Korui einer Definition noch einmal liinstelle, und die Gesetze, welche daraus 
entspringen, ohne ii^end einen bei der Ableitung des Begriffes vorläufig ange- 
wandten Satz vorauszusetzen, in streng mathematischer Form entwickeln. 

Der einfachste Kongruenzfall, auf den sich jeder andere zurückführen 
Hess, war der, dass zwei gleich lange gerade Linien als kongruent gesetzt 
wurden, also 

(15) . . . . fig. (a, 6) = fig. (c, ä), 

wenn der Linientheil ab gleich lang war mit dem Linientheile cd. • Nun haben 
wir oben gleiche Liniengrössen und gleiche Strecken kennen gelernt. Die Li- 

nien£n*(>s*;on ab und cd wurden datm . abor ;uiGh nur dann oinandor »loirh ;^e- 
setzt, wenn beide in dersf-nictt gerudm i.im'c Hcpfr/i uihI ^iciche [nu-hi ent- 
gegengesetzte} Richtung vom Anfahgspunia zum Endpunlvi liui gerechnet und 
gleiche Lönge hatten. Die Strecke hingegen haben wir als Differenz zweier 
Punkte auffassen, und a — b und c — d dann, aber audi nur dann gleich- 
setzen müssen, wenn beide Strecken (die von b nach a und die von d nach c) 
uli icho Tlicbtung imd Länge hatten. Daraus folgt, dass, wenn zwei begränzte 
Gerade, z. Ö. die von a nach h nnd die von c nach '/ als Linien;,M"ö>:«;on gleidi 
sind, d. h. ah .-^^ rJ ist, sie am )i ah Strecken gleirb ^cin müssen, also h — a 
gleich d — c sein tnüsse, aber nicht umgekehil, indem, wenn b — a gleich 
d — c ist, nur dann auch cd» gleich cd sein wird, wenn a, b, c, d in derselben 
Geraden liegen. Femer folgt, dass, wenn jene begränzten Linien als Strecken 
gleich waren, also b — a gleich d — c war, sie auch kongruent oder gleich 
lang sein werden, aber nicht umgekehrt, indem aus dergleichen Länge nur 
dann die Gleichhell der SU'ecken folgt, wenn ibre Richtung als gleich ange- 
nommen wird. Die Koii<^nionz schliesst sich also zunächst an die Gleichheit 
der ütredvcn an, und wii- wordoji, da jedti>uiul, wenn 

a — ■ b = c ^ d 

ist, auch 

fig. (a,b) = % (c, d) 

ist, fig. , Weis dio Länge der von a nach h gezogenen ger aden l.inie vor- 

stellt, als Funktion von a — h betrachten und daher, wenn f das Zeiclien dieser 
l'unktion isl , blalt lig, {a,bj sduciben koimeii / {a—^b) und also statt der 
Gleichung I I ') ) ÖAO Gleichung 

(46) .... f (a — b) — f h — d) 

erhallen. Dadui ch haben wir den Yorlheil, die Lange als Funktion einei' ein- 
zigen Grösse aufgefesst zu haben. Wir haben nun dieser Funktion eine solche 
Form zu geben, dass die Gleichung (46) allemal dann, aber auch nur dann 
richtig ist, wenn a — b und c — d gleich lang sind. Um eine solche Funktion 
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ZU finden, nehmen wir zuei'st an, alle zu betrachtenden Grössen seien in der- 
selben Geraden. Hier könrion zwei gleich lange Llnienthrilo nur entweder 
gleiche oder entirrgcngeset/.tc Ricliiiuti; haben. Im erstercn Fall© sind sie als 
Strecken gleicli, im letztem ist die eine Muckt' das Negative der andern. Be- 
deutet also ji) eine Strecke, so ist ja glddi lang mit ( — p]\ aber ausser diesen 
beiden j9 und ( — p) giebt es auch in derselben geraden Linie keine mit p 
gleich lange Strecke. Es würde also hier nur folgen, dass f{p) eine solche 
Form haben muss, dass f [p) =z f[ — p) sei. Könnte man die Strecken inner- 
halb einer Geraden wie Zsdilen behandeln, so würde p^ eine solche Funktion 
und zwar die einfnehstn sein, welche flio>er B(>dintiung genügte. Wir haben 
also zuiiiii list nur /,u untcr^JuHien, ob und wie w'eit (iio Gesetze der Zulilrm • r- 
knüpiungen sieb auf Strecken derselben Geraden anwenden lassen, oder über- 
haupt ob sie sich auf Grössen anwenden lassen, welche, wie die Strecken der- 
selben geraden Linie , einer Reibe von Zahlgrössen proportional gesetzt 
werden können. Ich setze nämlich deine Reihe von rätmliehen Grössen A, 

B, proportional einer Reihe mn Zahlgrössen a,ß, , w&fM CS ifffemd e%ne 

ränmh'rhe Grösse M (die nicht null ist] mn der Art gicht, dass A ~ aM, 
ß =r ^ kV^V ... V.. tn. hf, lind nenne in diesem Folie jene 7'diiwh'chev frrns.';p7} 
wUer steh ykkhaiiuj; tvenn ferner zwei Reihen rüundiclier Grössen derseiben 
Äei/wj von Zaidgrösseii proportional sind^ so nenne ich sie selbst einander pro- 
portional'^).» Daraus folgt sogleich, «idass, wem eine Reihe räumlicher Grössen 
A, B, . . . . einer Zahlreihe a, ß, .... proportional ist, und diese loieder einer 
andern Zahlreihe proportimal ist , aurli <1!>- Repke rämtlicher Grössen der letz- 
ten Zahlreihe proportional sei'');» deu» jede mit der Zahlreihe a, ß, .... pro- 
portinnnlf Zahlreihe w ird in der Form tta, o/V. .... dnr:reste1lt werden können, 
wo ^ jede beliebige Zahlgrösse, die niciu null ist, sein kann; setzt mau nuu 
M 

M* = — , so ist i4 = ü^M', B = ß^i^ u. s. w. , d. h. j4, . . . . verhalten 

sich auch wie «(^ ; /i^ d. h. wie jede mit «, ^, proportionale 

Zahlreihe. Hat man nun eine algebraische Gleichung , in welcher die Zahl- 
grössen ß, .... vorkommen, und welche von der Art sind, dass sie auch 
bestehen bleibt, wenn man statt der Zahlreihe «r, /?,... . eine ihr proportionale 
Zahlreihe setzt, so wird man die Gleichung auch dann noch als richtig setzen 

können, w^^nn man der Zahlreihe r-. /? eine ihr proportionale Reihe von 

räiiiiiiiclion Grössen .-l , Ii siih.stitin'i t. iri(iriii man dann eben nur icslzu- 

selzen hätte, dass diese letztere Gleichung keine andere Bedeutung haben soll 
als die erstere. Nun wird eine solche Gleidiung, wie wir sie voraussetzen, 
die Form haben 

(47) F («,/?...,) = /" («,/?....), 



<) Wenn eine Grös-se als rmdukt oincr 7.ili];. i i'is>i a in ciii'' taiuiiliclie fUrfisse .4 
bezeidine, so soll dariu ausgeUi-uckt sein, üaäs itlr diese Miiitiplikotion die Ge^tsu» der 
Multtplikatidn und Division mit Zahlen gelten, nameollicl) dass ^{vA) sr= {§a.)A und 

ssa — A sei, wovon bei dem folgenden Beweise Gebrauch gemacht wii-d. 

S) Brktärm^ 4. 
3) Sats 4. 
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wo die Zoichen F uod F' algebraische und homogene Funktionen gleichen 
Grades darstellen, d.h. rwA Fnnktionon, »lerf^r» Cdieder alle von der Form 
Ä«" .... sind und alle dieselbe E.vponeiitcn^iimmc a + b + . . . . haben, 
wiüirettd X eine beliebige Zahlgrüssc isl. Ist in der 1 hat a -f- -f . . . . — fiP, 

und man setzt statt ß die proportionale Zahlreihe ^a, . . . . , wo ^ 

eine Zahl, die nicht null ist, vorstellt, so wird dann F {Qa,(>ß, ) gleich 

F{a,ß ) und F' {qo, pß ) =: p'' F^ {(x, ß ), «üso noch 

(18)- FU>a,yr^.. .] = F' {ga, Qß . . . 

Setze ich nun in der Gleichung (47) &tatt der Zahlrcihc a> ß, .... die 
propotlionale Reihe von Raumgrössen A, B, . . , so will ich die so hervor^ 
gehende Gleidiung 

F{AB ^ F'{A,B,...) 

auch noch eine homogene algebraische Gleichung der räumlichen Grössen 
A, B, . . . . nennen und gelange dann zu der folgenden Erklärung: 

nich setze eine homoyene alji'lnnsche Gleichung räwnUcker Grössen, ivelche 
gleichartig , d. h. emer Reihe von ZahtgrÖssen proportional sind, dann und nur 
dann ah rirhfü/, ?/m^)j>> di^ Gh>!>dnin(j, tmlche dadurch heroorgfht, dassmm statt 
dtu- räuntlk-hen (jru,s6tui lUe ihiicn proporHona^^^ Zahlgrössm üf^fzt , eine rirh- 
iigc isl; wul von den so /leroorgehendm Verkimpfungm der räwdichen (r/vsmn 
sage ich, dass sie den algebraischen der Zahlgrössen entspredien ').» 

Hieraus folgt der Satz: ddass für gleichartige BaumgrÖssen alle algebrai- 
schen Verhmpftingsgeselze gelten, welche sich durch homogene Gl^chungen jener 
Baumgii}ssen darstellen lassen, und dass jede homogene Gleichung zuns<hen 
gleichartigen BaumgrÖssen auch ßir die ihnen proportionalen Rawmgrossen gilf-).T» 

Ich habe diesen Satz, den ich hier nur für Strecken innerhalb derselben 
geraden Linie anzuwenden hrrinrhe, driviifn so allu'efnein gefassl, weil er für 
die lieber tragung algehraiscber Verkiiniilun^i'n nul iMUinliche GiHissen über- 
haupt vou Wichtigkeit ist. Gehe icli nun aui ii'm dieichuttg 

fip) f i -p) 

zuriick, so leuchtet eiu, dass dieser am einfai liston genügt wird, w enn f(p } jr 
goso'/t wird, da ja //• ^ ( — /' i.sl, auch wenn eine ölrecke vorstellt. Driin 
da sich p —p wie die Zaliien 4 : ( — 4 ) verhalten (Erklärung I so isl 
p^ nach Erklärung 3 gleich ( — jj)* zu setzen, wenn =? ( — 4 )^ ist. was der 
Fall ist. Wir können daher den Versuch machen, auch allgemein, wenn i> und 
q gleich lange Strecken sind , das Quadrat von p gleich dem von q zu setzen. 
Doch bleibt dann noch :2weifelh3ft, ob wir dies Quadrat als dem ariihmetrschen 
durclian^ entsprechend ansehen können, ja ob überhaupt für die Multiplikation, 
dureh wt lihe die beiden gleichen Fnkttsret^ difscs Otmdrnfs verknüpft sind, 
noch irgend ein Muitiplikalionsgesetz gilt, sobald liwin es luil Quadnrten anders 
gerichteter Strecken vergleicht , d. h. ob wir eine nalurgcmässc Hypoiiiese ge- 
macht haben, indem wir jene Funktion f {p) allgemein als Quadrat von p 



\ ] Erklärung 3. 
2} Snts 1 , I). 
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setzten. JedentuUs müssen wir weui^sleuis \ut lauiig die MuHiplikaUoii, im die 
wir jene Hypothese machten , mit einem besonderen Namen bezeichnen. Wir 
nennen sie innere Multiplikation, und das innere Produkt zweier gleicher Stre- 
cken das innere Quadrat dieser Strecke. Somit gelangen wir durch Kombina- 
tion mit der Erklärung 2 zu folgender Erkliiiiing *): « Unter inneren Produkten 
je s/'v'/fv pftralk'Ur Slrecken vn's(rfif> ic/i solche (rrösscn, irrlrh*' (hn Zahlen 
pt*Ojjiirlioii//! iiesefzf tverden, die hervorgehen, vjenn man die beiden, parallelen 
Stredcen eines jcdm inmrm Produkten durch dasselbe Mass missl, uiid die 
Quotienten dieser beiden Messimgen unter sich mulHplicirt, alle Masse aber 
gleich lang annimmt. Das innere Produkt zweier Strecken sei mit ax b be- 
zeichnet, das innere Quadrat ax a mit a^.» 
So z. B. sind (s. Fig.) a X 6 und cx d pro- 
portional den Znhhni. w olch^ hf^PN orgehcn, wenn 
man o und b durcli r^, c ujnl d durch n, misst, 
"WO fi und gleich lang sind und mit a und 
6, f*j mit c und d parallel ist Aus der Erklä* 
rung folgt sogleich, dass a x b ^ b X a und 
ax(6 + c) = ax6 + öxc ist, wenn a, 
t, c parallele Strecken sind, in welchen Fällen 
ja auch die Gloicluinapn dics' Tbc Bedeutung ha- 
ben, wie die in Ei klitruii- d<'linirtfn. Es kommt 
nun (iai aul an, das iantn e Pi udukUweier ungleidi- 
laufcndcr Slreckcii zu hudeu. Zu dem Begriffe 
desselben wiixJ man gelangen, wenn man ver- 
sucht, die allgemeine Beziehung der Multiplikation zur Addition festzuhalten, 
und auch die Fakloreu vertauschbar zu setzen , damit die innere Multiplikation 
ungleichlaufender Strecken mit der gleichlaufender unter einen gomeinschaft- 
licheii Begrill" falle, flache ich vorläufig, um zu dri^n Begriife dieses Produktes 
zu gelaiiu'i'n diese beiden Voraussetzungen, so folgt, dass 

(a + 6j X (o + 6) — aXa b xh + b X « + « X b, 

also 

(20) .... (a + fr)* = + 2a X 6 + 6*^ 

DieStrecke erschien als Ditlereiiz zweierpunkte, ^ ^• 
ist also (s. Fig. \)a — B — A, b= C — B, 
so ist a -t- Ä = /? — i4 + C — B = C— A; 
sind daher a und b rechtwinklig gegeneinander, t 
so ist <t + h die Hypotenuse eines rechtwinklig i 
gen Dreiecks, worin a und b die Katheten sind, 
also ist , 

(21) .... (a-^bf = + 

Vergleichen wir diese Gleichung mit der obl* 
gen (20), so folgt 'hi x l> =0 , also auch ^ 
a X 6 = 0, d. h. das innere Produkt zweier 
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gegeneinander senkrechter Strecken muss null 
gesetzt werden! Hieraus dud lässt sich der Be- 
griff des inneren Produktes zweier beliebigerStre- 
cken a und b ableiten. Es sei fs, Fig. 2) a 
a~A--E,b = B-~h: Afan fällo von B das 
I.filh ;inf EA, der Fii'^spunkl desselben s^i (J 
so />' — E — H ~ C + C — E. Also ist 
auch axb=^[A — E]x{ß — E)—{ A — E ] 'x 
{B—C-\-C—E) ^{Ä — E) X [ß—C} + 
( A— J?) X { C? — £). Das erste dieser beiden 
zuletzt gewonnenen Produkte ist null, weiM — E 
senkrecht gegen B — C ist, also ist a X b ^ 
fix (C — E''': C — E aber ist flie sonkrochte 
PrrijclalDii vüu b auf tt. Daraus iolgi die Er-' 

« //nfer detn inneren Produkte axb moeier nickt paralleler Strecken a 
und b soU das innere Produkt der ersten a in die senkrectUe Projektion der. 
»weiten auf die erste verstanden sein.» 

Von dieser Erklärung aus weide ieli nun rlio Gresetze der inneren MulU- 
plikation zu entwickeln haben, ohne die bei der Ablcitnnp dos Begriflfe zu Hülfe 
genommenen Salze vnraus?ot/f>?» zu dürfen^), unrl zwiir enstens: 

nDie beiden Faidoren eines mneren Proaukies zweier Slrecken kann niun 
jr ohne Wertkänderung des Produläes vertauschen, 
d. b. aXb = b X o*).» 

Denn wenn a ^ A — E [s. Fig.), 6 = 
B—E, C der Fusspunkt des von B auf AE, und 
D fler Fusspunkt des von A auf BE p;f'f;inten 
Lothes ist, so ist axb = {A — ET] X i C—E), 
6 X a ~ [ß — E] X [D — E], Yeruiüge der 
Aehnlichkeit der Dreiecke ADE und BCE folgt 
nun, dass die Länge von AE zu der von DE 
sich verhält, wie die Länge von BE zu der von 
^ CE, also aueh das Produkt d(?r Lüngen von AE 
und CE gleich ist dem Produkte dei- Längen 
von DE und liE, also auch, wenn man A — E und C — E durrh oin Mass der 
Linie EA und D — E und B — E durch ein eben so langes Mass der Linie EB 
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4) EtkiaruH^ 4. 

2) Es ist überaus wichtig, die nun folgende mathematische Beweisführung von der 
Jbisber veraut-htcn (mehr philoscphisdien j AhJeitunp des BcHn'ffes «uf* strengste zn son- 
dern. Jene Ableilunj? diente mir dazu, um den Schein der WillkWhr, welcher Ln iltiii 
unmittelh;!! ji AuMt 11. n der neuen Delinifionen hiitte entstehen müssen, verschwinden zu 
lassen , wjihrend die nun folgende BeweisfUbmog von Jener Ableitung gans iioabiiängig 
ist und sich imümiUelbar an die aufgestellten Definitionen anschliesst. So z. wurde bei 
der Ableiluug des Begriflä der pyuutfioriüsche Lehrsatz nngewandl ; <lio miithemalische 
Beweisführung setzt diesen Lehrsatz nicht voraus, vielmehr erscheint derselbe als Folge- 
rtiiiL der hier g. ^i Im lu n ni iMi. (niri'^rhen Entwickelung, welche also zugleich einen voll- 
kotnmene» Beweis jenes SaUes eiuscMiesst. 

3) Satz %. 
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misst, (Jas Produkt aus den ^^uotioiUen der beide« ersteji i^le*.* ungen gleich 
dem Produkte aus den Quotienteu der beiden letzten Messun|;en sein wird, d. h. 
nach Erklärung 3 

{A-E)x{C^E} = [B'-E)x{D-E) 

d.h. 

a X 6 = 6 X a. 

Ferner folgt daraus ; 

(iEin inneres Produkt stMter gegeneinander senkrechter Strecken i$t ntUl, 
aber auch kein anderes, dessen Faktoren mcM selbst null swt? *).■» 

T)pnn wenn beide Strecken senl^rfrlit cfcpripinandor sind, so ist die scnk- 
ifiliit« Pnijrktioii i]cv einen ant' dio wudere null, also wird dann, wenn man 
imch brkliirun^ k- statt des zweiten baklois die öOiikrechle PiojckUou desselben 
auf den ersten setzt, dieser zweite Faktor null, also auch das Produkt nuU. 
Hingegen in jedem andern Falle wird, wenn nicht etwa die Strecken selbst null 
sind, die Projektion nicht null, also auch das Produkt nicht null. 

Ferner lässt sich beweisen, dass 

(22) .. <iX(6+c)=ax6 + aXcund (6 + c)xa = 6xo + cxa 

ist. Denn es sei (s. Fig.) a = A — E, b 
— B—E, c = C — ^, so ist 6 + c= C—E. 
Sind ferner B', C* die Fusspunkte der von B 
und C auf EA gefällten Lothe, so ist £^ 

die serd^rechfo Projeldioo von h mif «, und 
C~E die von \b + cl auf a, und C —Bf 
die von c auf«; also ist 

aXb-^-aXc^axiJ/ —E]-^aX{C' ~Bf)\ 

und da nun ;>lle Strecken auf der i'echten Seite in gerader Linie liegen, so ist 

die reclite Seite 

:^.a X [B' ~ E -i- a' — JT) 
= ax{C'-B) 
= a X (6 + c). 

Da endlich die Faktoren vertauschbar sind, so folgt auch: 

[h c] X a = b X a -\- c X a. 

Also sind die Gleichungen 22 bewiesen. Daraua lülgl abci- der allgemeine Satz: 
tt/liia algebraisdmi Sätze, welche die Beziehung der MulUpWeation zur 
Addition imd Subtraktion ausdrücken, gelten auch für die itmere MtiUt^lüeation 
zweier Strecken^) ^y» 

weil diese Beziehung eben nur auf dem erwiesenen Grundgesetze (22) beruht 
(vei'gleiche Gra-^Minnins Aiisdehnungslehre §. 40). Hierdurch ist nun die Bg 
nennunü; und hnnn'j; dieser Verkntipfungsweise al-^ einer Multiplikation 

gcreclitfcrligt, icugleidi aber, da das Gesetz, dass das innere l*Jodukt zweier 




I ) Sau 3. 
3} Sats 



3 



GtoMütHiscuE Analyse 



gegen einander seoki'echter Strecken null i$t , in der Algebra nichts Entspre- 
chendes findet, diese Multiplikationsweisc als eine von der algebrmschen 
wesentlich verschiedene nachgewiesen, weshalb wir die Benennung der inneren 

Mnlt!|>lik;)tfon 7Mr rnf«'rs<*hf>i(!nftp: s,f>wohl von ih'v n^^f^hvivschou als auch von 
.der äusseren Multij»likMtiün beibehalten und als ilas :--|)r'rili<( lH' Zcirhf^n die- 
ser Multiplikatiou das Zeidieii X re^Üialleu. Somit lol^t, da!?s wir (ncht nur, 
lyenn a, b. c, d Punkte sind , statt der Gleiciiung 

fig. [a, b) = flg. [c, ä) 

oder statt 

ob H cd 

die Gleichung 

(a ^ 6} X (a — 6) ---^ (c — (/) X (c — </) 

oder 

(•intVihrrii . -nndri ii nun auch für diese !Vlnlti|ilik.!tion hI!<> hisln iigen Sät/i' rui- 
weiiden, und dadurch uut dieser MulUplüviilioii ^an/, Irei, svn' mit jeder alge- 
braischen Verknüpfung, operiren können. Hiermit ist also die Aufgabe, die 
wir uns ursprünglich stellten, nämlich die Leibnizsche Charakteristik auf ihren 
naturgemässen Ausdruck zurückzufühi'en, gelost. Zugleich aber liegt in der 
Art dei* Lösung der Keim zu einer neuen Entwickelung nach zwei verschie- 
denen Seiten Inn. ^'ämHch ehierseits episleht die Anfu;)he, ans dorn Produkte 
zweier PunkidifTercnzen das der Puulti- -^dixst abzuU-iten, um so (hircli die 
Lösuüg der klaunuern, von wclclicn noch diese Punkldifferenzeti umschlosseu 
sind » zu einer noch freieren und allgemeineren Behandlung dieser die Kon- 
gruenz darstellenden Verknüpfung zu gelangen. Der andei'e Keim zu weiterer 
Entwiekehing liegt in der Beziehung des inneren Produktes zum äusseren. 
Diese Beziehung wird durch die Idee des senkrecht proportionalen vermittelt. 
NSmlich «ich nenne j'P''»" Fläcltpvrfh'mf -( und B Twnwn Sirecken a und b 
senkrecht proporUijual, (oenn die fUiciienrimnie auf den Slrec/cen senkrecht 
stehen und solche Werthe liabm, dass, ivenn man die eing Strecke b mä Huwh 
entsprechenden Plächenraum B, ohne du gegensdtige Lage derselben zu ändern, 
80 legt, dass b gleichgerichtet wird mit a, tmd dann die so verlegte Strecke b 
d>>r-fi <t und den so verlegten Flächenraum B durch A misst, die Quotimten 
beider Messungen gleich sind *).« 
Hieraus folgt der Salz: 

<s.Zwei innere Produkte je zweier SPrt^ekm n x b und c xd reriifdten sich 
wte die äusseren Prodxikte, weldie hermrgetmi, we^m man statt sweier aus 
beiden Produkten ausgewählter Faktoren, z. B, statt a und c, die ihnen senkrecht 
proporUonalm Ftächenräume A und C setzt und das Zeichen der inneren UMti- 
pHkation in das der äusseren verumndelt, also 

(23) .... aX b cx d =1 A . b i C . ä'^\.y> 

Denn wenn ich c, d, C uls ein System betrachte und dieses System so, daHs 
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es sich kongruent bleibt, beliebig verlege, so bleiben die Produkte c x d und 

C , d hei dieser Verlt^og sich gleich , also verändern sich ihre Werthe auch 

nicht, wenn dabei c in dieselbe Richtung, die a hat, verlegt wird. Daraus folgt, 

dass die Gleichung i 23) allgemein richtig sein wird, wenn ich sie nur für den 

Fall erwiesen habe, dass a und c gleichgerichtet sind. Ist unter dieser Vor- 

e , C 

aussetzung- = y, so wird dann auch (nach Erklärung ö) ^ = y sein. Sub- 

:»tituü'c ich dahoi- in (iioscm Falb älaU c uud yA staU (7 tu 'die Gleichung 
(23), so bleibt mir zu beweisen, dass 

// X 6 : yn X il = A . h l y.\ . d 

sei. Dies wiixi erwiesen sein, wenn ich /rl-i Imlh' <lass 

?41 .... axbiaXd=iA.OiA,d 

sei, oder dass, wenn a X h a [a X d) hl , wo wieder a eine Zahlgrösso 
ist, auch .1. 1) ~ a [A,d) sei. Ist aber a x h — a ( ff >< so ist es auch 
gleicli a X [o.d), also ff X (h — ad; = 0, also b — ad eiilwiMkr iuill odei' 
seukiccht auf a ( iiacli SaU 3 ) , d. h. da A ein gCi^en a senkrechler riäclieii- 
raum ist, entweder b ^ ad null oder parallel mit Ä. Nun ^ebt aber das 
äussere Produkt eines Flachenraums in eine mit ihm parallele Strecke null 
(Ausdehnungslehre §.55 und 56); also ist A» {b — ad) null, also A, b gleich 
A» cd, gleich a{A.d)\ also Ist Gleichung (21) erwiesen, also auch ; 33) zu- 
nächst fiir Anw Fall, da';'^ a und plnifhünrifhtet Sind, und demnächst allgomein, 
Wir können dirii obigen Satz nouli all^euunner fussen, iudeui wir äagou: 

«/rt einer Gkidmig, äerm Glieder ümere Produkte je »weier SlreGkmi 
oder Vidfache solcher Produkte sind, kann man, ohne dass die Gleicfmng auf- 
hört eine richtige zu sein, statt dieser inneren Prodi^äe die ihnen proportionalen 
äusseren setzen, die mm dadurcJi erhäU, dass man statt je eines Faktors jener 
inneren Produkte die md,recht proportitviolen Flääierirnunu' iind statt des Zei- 
ckem der inneren Mvfn'iifiknfion das der n^j^tcr^^fy setal, und umgekehrt kann 
man aus der letzterm Gleidiumj dif i'ish'fr fdd>'d,'ii *),•» 

Denn da die inneren Produkte proportional sind ciuer Reibe von Zaiil- 
grössen und die jenen proportionalen äusseren Produkte derselben Reihe pro- 
portional sind, so ergiebt sich der zu erweisende Satz sogjeidi durch An- 
wendung der Erklärung 2. Hierin liegt nun , da man die Idee des senkrecht 
propoi tionalon auch auf andere äussere Produkte überti'agcn kann, der vorher 
aiiücdculolo Keim weiterer KntwiekcIdiiL;;. Tcli will nun dic^e Kntw Ickclunii; 
hier darici^en, dam» alicr. ehr> irli dii/ ,!i:i|('ii> dhcn ,iii;iri!ciilete Kntwickeluiigs- 
rciho verfolge, durch Anwendiuigen aui (jeonietrie und Mechanik zeigen, in 
wiefern die bisher entwickelte Analyse die einer solchen von Leibniz beige- 
legten Vorzüge besitzt. — Es ist klar, dass man durch die Idee des senkrecht 
proportionalen, sowohl zu dem äusseren Produkte zweier Strecken als auch 
zu dem eines Flächeni aums in eine Strecke, indem man statt der.Strecke einen 
ihr proportional bleibenden näehenraum setzt, auf eine neue Weise ein ent- 
sprechendes inneres l*rodukt hndon kann. Zur Ableitung der Gesetze dieser 
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neuen Yerknüpfungeii, wie auch zur BegrUnduDg der Gesetze des vorher be- 
handelten inneren Produktes, wenn man den Satz 5 in eine Definition dieses 
innei^n Produktes umwandelt, genügt foli^ender Sat/ : 

« Wenn a, b, c . . . . Strecken und A, if, C . . ihncit snikrechl proporHo- 
tialc Flächenrämm sindf so ätdian auefi ihre Summen in derselben P'roporttons- 
reihe, d. A. wenn « = a + ö + c + ... md -S? = il + Ä + C ... ist, so sind 
noch $, a,b, c . . . s^fikrecht proportional mit S, Ä, B, C . , 

Es ist sogleich klar, dass, wenn dies (ür die Summe zweier Stücke bewie- 
sen ist, es auch durch Fortsetzung dessolhcu Schlusses für beliebig viele gilt; 
wir bpwpiscn es rlalier ^^nnachsf nur für t Stiickfv n\m — a + b, 

S = A B und ln'w cisi 'Ii, (lass s. n. h soiikrcclit [)I(»|i(m limnil s^'ieri niil 6', 
A, B. Jis siehe f auf a und b zugleich senkrecht, so stellt / auefi auf & senk- 
recht, weil s mit a und h in derselben Ebene liegt. Der Anschaulichkeit wegen 
denke man sich a,b, s und f von demselben Punkte ausgehend. Drehe ich 
nun das System der drei Strecken a^h, St ohne ihre Länge nnd gegenseitige 
Lage zu verändern, um die. senkrechte km^f, so weit bis das Sysfe u riko, 
auch jede Strecke in ihm) einen rfv'hfpn WInkol beschrieben hat, und gehen 
dailurrli a, h, s: in a, b' , s über, so bh^-ibl ollVul):!!- noch ^ — a + b' . Nun ist 
aber klar, dass f,d,f*b',f,s' senki'ecUt propurlional mit a, b und s sindj ist 
also i4 = yfa*, so wfrd B = yfb\ also il + Ä oder S=y [fa* + ß') = yfs' 
sein, also sind A, B senkrem proportional s,a,ht und so auch allgemeui 
für beliebig viele Glieder. 

Da übrigens durch 3 Gliedei* einer solchen senkrechten Proportion das 
4te bestiinmt ist, so Tolgt auch umgekehrt: 

a Wem s, a, b, e . . . senkrecht proportional S, A, V . . . sind, und 

ist, so i^ auch 

S=zA + /?+ C+ ... 
und umgiJieltrt, wenn imter obiger Vm'um&elzun^ die zweite C^eichwtg yilt, 
so gilt auch die erste *).» 

Doch werden wir für die folgende Entwickelung nur den ersteren Satz 
gebrauchen und au h dii^sen nur für 2 Glieder. 

Durch die Idee des senkrecht proportionalen ergeben sich nun folgende 
Begriffe : 

« Unter inneren l'rc/lnlden je sivcier Flächenräume versiehe ich soiclie 
Grössen, die den äussern Produkten proporlioml sind, welche man erhält, tvmn 
man in cUkn jenen inneren ProdvJcten statt der ersten Faktoren senkrecht pro- 
portionale Strecken setzt, während man die «weiten Faktoren unv&rändert lässt, 
das Zeichen aber der innem MaUiplikation (x) m das der äusseren (.) ver- 
wandelt ^),y> und 

" Unter inneren Produkten VOn je einem Flächenrauin in eine Strerke rer- 
slehen loir soklie Grössen, welche den äusseren Produkten sctüirecht proportional 
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sind, die henforgd^en, loem man staft A r Fiächenräume, welche ak Faktoren 
jener inneren Produkte vorJfommfn , die ihnen smh'echf proporfioualen Stri'cJien 
&eist und, ohne den jedesniniiii^Hn andern Faktor zu änd&m, das Zeichen der 
inneren MuUiplikafion in das der äti,<!seren verwandelt ^ }. » 

So z. B. woi'Hpii die Produkte ^1 X b und C x d, in denen Ä und 0 
Flüchenränine, b und d Strecken sind, deu Fidchenräumen a , h und c . d 
senkrecht pix>portional gesetzt, ytesan a und c den Flächenräumen A und C 
senki'echt proportional sind. 

Die Gesetze, welchen diese Verknüpfungen unterliegen, lassen sich sehr 
leicht vermittelst des Satzes 6 ahleiten. So findet man Ax{B + C) = 
AxB-^ Ax€, indem a . [B C) = a * B -\- a. C'isi, und wenn a senk- 
recht ^egcti A ist , die (riössen in der zu ei'weisenden fdfMcliung denen der 
klzteren proportional sind, also derselben Gleichung nntci li. i;on ;'nachSatz l.b); 
nnd ebenso (indel man ( fi + C) X A = /? X .4 + 6 x /I, indem, wenn b 
und c senkrecht proportional sind mit B und C, also auch (nach Salz 6) 6, c 
und [b + c) mit B, C und [B C), 

ib + c'\ . A — b . A c . A 

ist, also aui h iln belljc Gleichuiii^ /\vis»olicu den mit den IjUcdern dieser Glei- 
cliung proportionalen Grossen statt linden muss , also 

(i? + C) X = X ^1 + C X A. 

Auf ähnliche Weise folgt, dass i4x(6 + c) = i4x6+<<lxc ist. Denn es ist 

a . (6 -f c) =s a . 6 + a . c; 

also gilt auch nach Satz 7 dieselbe Gleichung für die mit den Gliedern der- 
selben senkrecht proportionalen Grossen , d. h. 

Ax (6 + c) = i4 X 6 + X c 
Und endlich folgt auch, dass 

{A-^B)xc = Axc-\'Bxe 

ist. Denn es seien a und b die den l'läehcnraiuucn A und senkiectit pro- 
portionalen Strecken, so sind (Satz 6] a,b,[a-\- b) senkrecht proportional 
mit A, B, {A + B). Nun ist 

(a + 6) . <5 = a . c + 6 . ß. 

Souni jiiii nun ( Satz 7 j dieselbe Gleichung auch lüi- die tuil den (jlicdern der- 
selben senkrcciit proportionalen Grössen. Nach der Erklärung 7 sind aber 
[A B)x c, Axc, Bxe senkrecht proportional mit [a b) » c, a * c, 
6 , c, weil A -{^ B, A, B senkrecht proportional m\X a '\- b, a, b sind. Also 
ist (nach Satz 7) 

[A-^ B)Xc= Axc-\' Bxc. 

Um die Idee der Multiplikation für diesen letzteren Fall der inneren Mul- 
tiplikation eines Flächenraums A m eine Strecke b noch anschaulicher darzu- 
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legen, will ich annehmen, es sei die senkrechte Projektion der Sti eckc b auf 
den Flächenraum A , und 6 also gleich 6^ -{- b^ , wo 6, senkrecht gegen den 
Flächenraum A ist. Ist dann a eine gegen A senkrechte Strecke , so ist 

weil a . 62 ab ausäcies Produkt zweier gleichartiger Strecken null ist. Somit 
ist also auch 

.4 X fh\ + h.,) r= A X h^ oder \ X (> Ä X 

und A X 6| isl senkiedil propoiiional yai setzen dem iNoiliikt* n .h^. Es ist 
aber klai', dass die gegen a . 6^ >( nk rechte Sti'ecko in (Jer Ebene A seiiki'echl 
gegen die Projektion ö^, also auch ^c^ou d selbst liegt; daraus folgt also, dass 
das Produkt A . b durch eine Strecke dargestellt wird, welche in A senkrecht 
gegen 6 liegt, und deren relative Grösse ^en dadurch bestimmt wird, doss 
sie dem Flächenraume a . 6 senkrecht proportional seb soll. 

Au*^ tlon nhrn für diese beiden neuen Art^^n der Miil[i|»likn(ion nachge-- 
wiesoiK'Ji |{t v.it'iiungen zui* Addition crgiel)t sicli ihn- ;uli:i'iiiriiii' S,tt/: 

(( Für jede Ari der iimeren Mulliplüiaiion sweier Ausdehiiuiiyen im iiaaim 
gelten alle algebraisdien Sätze, weldie die allgemeine Beziehung der Mxdtipli- 
kaHon 2ur Addition und Subtraktion ausdrücken ^].)> 

Dieser Satz scbliesst den früheren Satz 4 als besonderen Fall in sich. 
Auch ergiobt sich sogleich, <tdäs>; für aUe Galhiwjcn innerer MulHpUkaHm 
Simicr Ausdehnungen tm Räume das Produkl dann, aber auch nur o'aun mdl 
ii'ird ^ wenn die l'akforcn auf einander senkrecht stehen' ],» weil d;>tMi und imr 
dann das cntsprecheude äussere Produkt parallch? Faktoren cnUialt, <»Uu null 
wird ; und dieser Satz erscheint wieder als eiuc Verallgeuieiueruug de.s dritten 
Satzes. Auch folgt daraus wieder sogleich, mdass jedes innere Produkl nicht 
paralleler F(üeUirein gleich ist dem inneren Produkte des einen Faktors in die 
senkrechte Projektion des andern Faktors auf den ersteren^,» wobei natürlich, 
wenn das Pi odukt eines Fhichcnrauins in eine Strecke botraclitel wird, nur von 
dpr Projektion der lelzteien auf die Kbene des ei*steren die Rndr» spiti kann. 
Ferner Uisst sieh leiehl zeigen, dass A X /i ^ R X A i?t; denn ist die senk- 
rechte Projektion von J> auf A gleieli aA, wo a eine Zalil i&t, so ist A X Ii ~ 
A X aA = tt {Ax A), und B xA = (t-A) x A = a {A x A), also 
Ax B = B X A. Das Produkt ax B ist bisher noch nicht definirt, wir 
können es der Analogie gemäss gleich Bxa setzen und haben dann den Satz: 

i( Die beiden Faktoren eines jeden inneren Procktktes lassen sich ohne 
Wrr'hrmcferung des Prodnhi's nrif einander vertan^fhpn .v. 
und es ist klar, wie dieser Salz nur eine Verallgenieinerung des zweiten Satzes 
ist So bat hich. nun ergeben, da^s alle Gesetze für die iuuer« Multiplikation 
unter sich übereinstimmen. Insbesondere sind die innere Multiplikation der 
Strecken und die der Flächenräume, also die von Grössen gleicher Stufe so 
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\ ollkumiiien parallel, dass (■> kciinMi not'ii .hu iiliurlriirioi Salz für die ^'hw 
ilicscr YcrkiiüpiUiigcii gieLl, tler nicht fiir die ander»! aiich giiite, wemi man. 
nur die Begriffe Stretükc und Flächenraum vertauscht. Aucli lassen sich in der 
That beide Arten der Produkte dadurch auseinander ableiten, dass man statt 
beider Faktoren senkrecht proportionale Grossen setzt. Ich schreite nun zu 
den Anwendungen mul /.wai- zuerst zu denen ;mf ilir« Ccomctrio, werde jedocli 
mir flic innere Multijililvnlinn der Strecken und der t1;ic!i*>nr.-innie his Auge 
lassen. Da a -\- h die ili'iUe Seife eines Dreiecks darsb ili. dcs-cn Ix ide andere 
Seiten a und b amd, wenn mau den Anfangspunkt \ov\ h aul den iiudpurikt 
von a legt, so folgt aus der Fonnel (0 + fr)* = + So x 6 + 6* der fol- 
gende Satz, zu dem ich sogleich den entsprechenden Tür Flachenrüume setze : 



Da& Quadrat einer Seite dnes Drei- 
ecks ist so gross als die Summe am 
den Quadraten der beiden anderen und 
ihrem doppelten inneren Produkte, 
ivenn (Ueae beide)i Seiten fortschrei- 
tend genommen sind, 

Insbesojidere int, da das innere 
Produkt senkrechter Strecken null ist,^ 
das Quadrat der Hypotenuse mnes 
reehtminklifjen DreiecJci die Summe 
aus den Quadraten der beiden Ka- 
theten. 

Sind a , h, e. alle 3 gegeneinander 
scülvrecht, hu ist ! 

{ff + -f-c)«— fl- + Ä- + 

d. h. das Quadrat dmr Strecke ist 
gleich der Summe aus den Quadraten 
ihrer senkrechten Pn^detionen auf 3 
gegeneinander senkrechte Linien. 
Femer ist alli^oniein 

{a+ b + =^ (r + /r + + 2axft 

. + 26 X r -f 2c X ft, 

d, h. ivenn niai^ fr'fie Slrec/i'c 'Otf 
hdiehige Axen parallel den durch die 
Axcn gdcytcii Ebenen projicirl so 
ist das Quadrat der Strecke die Summe 
aus den Quadraten der Projektionen 
und aus den doppelten inneren Pro- 
dukten je zweier Projektionen. 



Das Quadrat einer Seitenfläche eines 
dreiseitigen Prismas ist gleich der 
Summe aus den Quadraten der beiden 
anderen Seifer^ächen und ihrem dop- 
pellen inneren Produkte, wenn diese 
Seitenflächen f&rtsehreHemi genommen 



Insbesondere ist, da das innere Pro- 
dukt senkrechter Flächenräume null ist, 
das Quadrat der Hgpotenusenfläche 
eines rechtuoinItUgen drei.'seitifien Pris- 
mas die Svnvvp n>i^ dpn Quadraten 
der beidpH J\adn'len}laehcn. 

Sind A, B, C alle 3 gegeneinander 
senkrecht, so ist 

d. Ii, das Quadrat eines Plächenraums 
ist die Summe am den Quadraten sei" 
ner senkrechten Projektionen auf 3 
gegeneinander senkrechte Ebenen. 

Feiner ist allgemein 
( A + + ( ; i - = J!*^ + ^ + 2 l X Ä 

d. h. v'p»v nf'in (men lläclienniuin aul 
3 beliebige Jibeuen parallel den Thirch- 
schnittskanten der Ebenen projicirt^), 
so ist das Quadrat des Plächenraums 
die Summe mts den Quadraten der Pro- 
jektionen tmd aus den dapftelkn inne- 
ren Produkten je ziveter Projektionen. 



4) d. h. auf jede Axe parallel der Ebene | i) d.h. anr jede Ebene paraUtl «l^ Durch- 
der beiden andern; denn dann ist dicSirecIce scbniUslonte der beiden andern; denn dann 
die. Summe der 3 Projo1<tionen (Au«deh- f isidoi Fläcbenraum dieSumme seiner 3 Pro- 
nungslelire m ). \ jtkUouen {Ausdehnungalehrc §. 90). 

4 
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Diese Sätze , welche als firwciteiningen des Pytiiaijorüischen T.eln satzes 
aufgefasst werden können, dienen dazu, um die Länge einer duit^h ihre Richte 

stücko i'K<>orfHnf»ten) gegebcnon Si recke oder (1(»n Inhalt eines durch seine 
Hiditstucke gegebenen Flächenrauiii^» auszudrücken. 



Die Formel 

n{afb)xc = axc-^bxc» 

liefert, wenn a, b, c in derselben 
Ebene liegen, den Sat2: 

M Wenn man durch eine Ecke eines 
Pat'oUelograimm eine Arei&linie legi, 
und von derselben Ecke die Diagonale 
(a + ^) niefU, so ist das Produkt der 
Diagonale in die in ihr liegende Sehne 
die Summe aus den Produkten der 
beiden an fmc Ecke ufos.fenden Sei- 
ten a uiiu b in die in ihnen liegenden 
Sehnen, TU 

weil nämlich diese Sehnen die senk- 
rechten Projektionen doB Durchmes- 
sers auf die 3 Linien sind. 



Die Formel 

«(>4 + X C — A xC + Bx C» 

liefert, wenn A, B, C durch dieselbe 
Kante gelien, den Satz : 

(c M^'enn man durch eine K'ante eines 
ParaUeh'pipe^hims eine Cylinderßriclte 
legt, und durch dieselbe Kauic die Dia- 
gonalfläche [A B) legt, so ist das 
Produkt der Diagonalßäche in das von 
ihr {durch den Cylmder) abgeschnit- 
tene Stück die Summe aus den Pro- 
dulden der heulen durch jene Kante 
gehenden Seitenßächen A nnd B in 
die mu iJmen durch den Cylitui^' ab- 
geschnittenen Stücke, yi 
weil diese Stücke den senkrechten 
Projektionen der Dui-chmesser-Ebene 
proportional sind. 

Da die parallelen Sätze für Flächenräume sidi immer leicht ableiten lassen aus 
denen fiif Strecken, und jene weniger Interesse darbieten als diese, so will ich 
von nun an nur diese letzteren aufstellen. 

Die Formel 

«(o + d-hc + ...)xp-saXi) + 6X|) + cXp + ...)» 
liefert, wenn man a, b, c , , . und p mit ihren Anfangspunkten aneinandergelegt 

denkt, p senkrecht auf «lo projirid. nnd bedenkt, dass dieSiimme a + 6 + c + ..., 
wenn A, Ji, C . . . die Endpunkte der Strecken und R ihr gemeinschahlieher 
Anian^punkt ist, gieidi A ^ R B — R -{^ . . . = n'S -~ R] ist , wo 5 den 
Schwejpunkt der Endpunkte vorstellt und n die Anzahl der Strecken a,b,c.,, 
ist, den Satz: 

« Wem, man von irgend einem Punkte {R) nach n Punkten [A, B, C . . .) 

und nach ihrem Schioerpimkte (S) gerade Linien zieht, und durch jenen erslm 
Punkt [R] eine beliebige Kugelfläche legt [xvelche die Linien RS, RA, RB . . . 
m den Punkten S", Ä, ^ . . ^im zvHfnimnle trifft): so ist dos Produkt der 
nach dem Schwerpunkte (6') gezogenen geraden Linie (RSj m die m ihr liegende 
Sehne {RS'} das arithmetische Mittel zwischen den Produktm der nach den u 
Pwdeten gezogenen Linien (RA,RB . , .) in die in ihnen liegenden Sehnen {RA', 
Rn . . . .).» 

Hat man eine Clleichung zwischen inneren Produkten je zweici- Strecken, 
so kann man diese Gleichung .sehr lejrht dnrch Annahme scnlvrechler Koordi- 
naten in Zalilgleichungen verwandein. Denn ist j9| x p^ ein solches inneres 
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i'iüdukl, und sind üi, bf, C| die Ukiilsiuekc j^kuoidinakii mit leslgehuUcuer Rich- 
tung der Axen, in denen sie Hegen) von und a^, die von in Bezug 
auf dasselbe Axensystem. so ist 

fl — «1 + ^1 + Ci, = fl-i + th. + Ci. 

also 

da alle übrigen Produkie als innere Produkte senki'echter Sti^cken nach Satz 9 
null sind. Misst man nun alle Richtstücke derselben Äxe durch dasselbe Mass, 
und nimmt die 3 Masse für die 3 Axen gleich lang an, etwa gleich lang der 

SlroelsO f , und bezcichiiof in;in die Oii(>denten diosor Messungen mit den ent- 
äpicdieiidca giiechisclion l^iiclii>ttiben, so erhält man 

Pi X pi 

iiiid i'vlmh also dann durch Division der i^auisen Gloioiiuiig mit dein Quadrate 
dci> Masses e eine blosse Zahletigieiehuog. 

Ich schreite nun zu den Anwendungen auf die Mechanik. Zuerst will 
idi einen in der Bewegubg ix'gri Honen Punkt betrachten, ohne mich um die 
Ursachen seiner Bewegung zu kümmern. Ich nehme mit Möbius (Mechanik 
d(^s Tllimncls §. 9) und Grassiuunn f Ausdehnungslehre §. 105) in den Begriff 
der Gesc!i\vitidi|j;lveil zui;leich den der Kichluni^ auf, so dass ich zwei Geschwm- 
dI<.'lc<Mfon nur (hinn gleich fsH/o. %\(Mni '«io nicht bloss gleichen alwohiten Werth, 
sondern auoh gleiche Ilicliiung liabeu, d ii. ich set«e die Geschwindigkeit eines 
in Bewegung bogriirencn Punktes derjenigen Strecke gleich, welche er beschreib 
ben würde, wenn er in dem als Einheit angenommenen Zeiträume dieselbe 
Bewegung, die er hat, unverändert beibehielte. Nämlich wenn ein Punkt in 
derselben Riclitung so fortschreitet, dass er in gleichen Zeiträumen stets gleiche 
und gleichgeriditctc Wege zurücklegt, die V^e^a sich, also wie die Zeiträume 
vcvhfilien, in dcTion fr sie zurücklegt, so sage ich , der Punkt behalte sein'-" l^e- 
we^nng unverämlr it i*< i (ifsf izt also, er habe in irgend einem Zeitpunkte T 
eine soldie Bewegung, dass, weuu er dieselbe Bewegung währcad des als 
Einheit genommenen Zeitraums unverändert beibehielte, er von dem Ortej», 
den er zur Zeit T wirklich hat, zu dem Orte pi gelangen würde, so ist seine 
Geschwindigkeit pi — p. Ich könnte nun dies Verfahren, durch welches 
diese Geschwindigkeit aus der als bekannt vorausgesetzten Bewegung eines 
Punktes abgeleitet wordon kann, roin iroomctii^^ch entwickeln, mii'islo jodocJi 
dann bis in die Priiici|)ien der Dill-'u n/I.tliL'ciinung zurückgehen, um (hese auf 
die bit'r dargestellte Analyse zu übertragen. Da dies jedoch dem vorliegenden 
Zwecke nicht entsprechen würde, so will ich auf den gewöhnlichen BegritTdes 
Differenzials zurückgehen und zu dem Ende den sich bewegenden Punkt p 
senkrecht auf eine Axe projiciren. Die Pk joktion sei p . Dann ist klar, dass, 
wenn die Wege, die der projicirte INmkt in gleichen Zeiträumen zurücklegt, 
gleich und pleichL'cnchtet sind, nnrli die Projektionen dieser Wege gleich s«'in 
werden, also die l'i-i>jektion y/ lilciclilVn miij; iV»rtschretle( . %venn /) 'j:!ci( lit(n-mig 
und geradlinig lortschreilct, und dass, wenn der projicu le Funkt von detn Orte 
p nadi px gelangt^ auch die Projektion gleichzeitig von dem Orte p' nach der 
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Projektion p i des Ortes gelangt, Ist also p^—'P dia Geschwindigkeit des 
pitrjicirten Punktes, so ist p\ — • p* dio der Projektioo, d. h. mdie Geschwindig- 
keit, mit welcher die senkrechte Projektion eines Punktes auf eine gerade Linie 
fortschreite, ist stets gleich der diese Linie senkrecht projicirten Geschwin^ 
digkeit, mit icetcher der Punkt selbst fortschreitet.^ Projicirea wir nun eine 
Strecke senkreclil atif '] ^f'iijenpinünder senkrechte A\en, so ist die projieirte 
Strecke die Suininc iliri'r Projektionen. Also uwenn wir eiifn fit''ft hfire^ 
(jenden Punkt seitkreciä auf J ijeijeimnanricr senkrecMe Axen projicirea, J>o int 
die Geschwindigkeii jenes Punläes die Summe aus den Geschwindigkeiten seiner 
Projektionen, n Wir wollen nun die Strecke vom Durchscfanittspunkle der 3. 
Axen bis zur Projektion des Punktes p auf die eine der 3 Axen mit xa be- 
zeichnen, wo X eine Zuhlgrösse und a ein Stück der A\e (dies Stiick als 
Strecke betrachtet) ist. Nun ist bekannt, dass die Geschwindigkeit dieser Pro- 

dx 

jektion , wenn x als Funktion der Zeit t gegeben ist, gleich ist a . Nennen 

wir iiun die Strecken vofi dem nun lisclmitt>|HHikle y der Axen bis zu den. 
Projektionen des Punktes p aul die z\vt*i andern A.xen yh und zc (wobei a, b, c 

dij d& 

gleidi lang angenommen worden können), so sind b ^- und c ^ die Geschwin- 
digkeiten der beiden anderen Projektionen, also die Gtechwindigkeit des Punk- 
tes p gleich 

dx dtf dz 

""dt + ^it + '7t' 

während 

p—g = ax-\-by-\-cz 
gleich der Summe seiner Projektionen, oder 

P ^ g + (IX f))j -t cz 

dx du dz 

ist Wir bezeichnen den obigen Differenzialausdruck + h-^ + ' ^ 

man zu ihm auch gelangt, wenn man in der Funktion p = g-^aX'\-hg'\'Cz 
die Grössen g, a, b, c wie konstante behandelt und dann nadi der Zeit diffc- 

renziirt, mit Das lioisst: 

« Wenn p = ^ + a.r + fty + <jä ist und g ein Punkt, a, h, c aber 3 

gegeneinander senkreA}hte Strecken swd, so wf ^ 4- b~^ + » 

(ff dl dt dt 

und da x, y, 5 Funktionen dei- Zeit, also auci» p eine Funktion der Zeit, aber 
eine geometrische ist, so folgt dei- Satz: 

« Wenn ein sich beivegcndcr Paidä p nU geotmlrmhe Punktion der Zeit t 
gegeben ist, so ist der JJiffercnsi^ätjuotient dieser Funktion nach der Zeit die 

Geschwindigkeit des Pwdctes ihrer Grösse und Richtung näcÄ. » 

Wir haben bisher den BtJgriff des geometrischen Differenzials an 3 gegen- 
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einander senkrechte Axen geknttpft. Hiervon können wir den BcgrilF iuicht 
lösen. Es sei aUgemein 

wo p und <y Punkte, g ein fester Punkt. , . . . konstante Slm kdi, 7;, 
2i, . . . beliebige Funktionen der Zeit sind, so lÜsst sich leicIit zeigtjn , dass 

ist. Denn es seien a^, rt^, auf die 3 gegeneinander senkrechten Axen a, 
fc, r senk rocht projicirt und = ajtt + -|- c,c u. s. w., wo Oi, l>i, Ci 

u. s. \v. Zuiil^i u.ssen sind, so ist 

p=5 + (a,Ji + a.j:,+....)« + (biJi+t»,r4+....)6 + (ciifi + r2y2+...)c, 
also auch nach der Definition 

dp r dJ\ dT. 1 r dT, dl\ 1 



Es ist jene Form, in welcher;) als Funktion der Zeit dargestellt war, die 
allgemeinste Form, in welcher ein Punkt als geometrische Funktion der Zeil 

dargestellt werden kann , und wir golanaen also von dieser aü^enielnen Foiw 
aus «OL;l<'i('h zu dem l)itlVnMi/.!fil([uotien{('ii jener Funktion nacii liiM- /cit, d. Ii. 
der Geschwindigkeit des als l unktion der Zeit gcsetateu Punktes p , wenn w ir 
hei der Differenziation . die räumlichen Grössen wie algebraische behandeln; 
und zu diesem Begrifie würden wir sogleich gelangt sein , wenn wir bei der 
Entwickelung des Begn'ßs des Bißerenzials rein geometrisch for^schritten 

wäien. Wird nun ilie Goächwindigkeit mit ' bezciciwet, so ist v wieder 

dv 

eine geometiische Funktion, wir nennen dann (die Geschwindigkeit^ milder 

die Gescliw iinliirki'it des T'unktos wn( li>t i dir' Ilcsclilciuiigung des Punkle.s />, 
welche demnaeh wieder nieiit ijloss ihrer al)soluten Grosse, sondern aucli ihrer 
Richtung nach aufgefesst ist Sie wird , je nachdem ihre Richtuhg mit der der 
Geschwindigkeit einen stumpfen, i'cchten oder spitzen Winkel madil» den abso- 
luten Werth der Geschyrindigkeit vermehren, unverändert lassen oder vermin- 
dern. Wir nennen analog der Benennungsweise in der DifTerenzialrccbnung 

den Ausdruck d. h. — , den wir mit ^ bezeichnen, den zweiten DiiTo- 
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renzialquotienten der räumlichen Funktion p nach der Zeit t, und dieser ist 
also der Beschleunigung gleich gesetzt. 

Dies sind <]i( wesentlichen Grimdzüg^ der reinen Bew^ngslehre. In 
der Mechanik betrachten wir die Bewegungen als durch Ursachen bewirkt 
Wir nennen die ürs;u'hp der BescWeunisuns eines Punktes die bcNchlotini!>pnde 
Ju'aft. welche auf ihn einwirkt, und spt/cn wenn kfitn« andere besciileuni- 
gende Kraft gleichzeitig einwirkt, der Beschleunigung gleicli. Wir sagen fcj'aer, 
dass zwei beschleunigende Kräfte gleichzeitig auf einen Punkt einwirken, wenn 
die Beschleunigung^ des Punktes die Summe ist aus den beschleunigenden Kräf- 
ten, wobei immer festzuhalten ist, dass die beschleunigenden Kräfte als Stret^een 
definirt sind und also auch in diesem Sinne ihre Summe aufzufassen ist. Wir- 
ken also beliebig viele beschleunigende Kräfte P^, . : . . auf einen Punkt p 
ein, so iiat man die GkMchnng 

{26) , . . ^ = i»i -h + . . . . 

alh Gl uud|ileiciiung der Mechanik. Die beschleunigenden Kialie Iconuen wir 
wieder, entweder alle oder einige derselben, als Wirkungen allgemeinerer Kräfte, 
die sich auf ganze Systeme von Punkten beziehen, auflassen. Von dieser Art 
sind alle Kräfte der Natur. So z. B. hat die Gravitation das Bestreben, die 
gegenseitige Entfernung zweier Punkte zu vermindern, die Kohäsion, die gegen- 
seitige Entfernung je zweier Punkte des Systems unverändert zu erhalten, 
dio Flastiritf'if , don Bniunosinhnlt zwisrlien 4 an<Mn;inder liegender! Punkton 
wioderherzustelkii u. s. w. Es konmit darauf nn, den Begriff eines, solchen 
Bestrebens schäifcr aufzufassen. Die Entfernung zweier Punkte, der Ilaumes- 
inhalt zwischen 4 Punkten, und übertiaupt alles, worauf sich das Streben einer 
Kraft, die einem System von Punkten einwohnt, bezieht, lässt sidi als Funktion 
dieser Punkte auflassen, wir setzen daher folgende Definition soldier Kräfte fest: 
«Il^»r sagen, dass eine Kraß, die sich auf ein System glmh sthwerer 
'(/Ipifh hnrrr/h'rJier) Punkte p, g> f ■ ■ ■ hezuht, das Stn'f)pn habe, eitjc r/h/e- 
braisclieFujdition^' F(p,q,r....) dipsp-r Punkte zu mrtjrossern , wenn die 
durch sie bewirkte bcscfdeunigende Jn aft eines jeden PuidUes in derjenigen Rich- 
tung tvirki, m welcher bei gleich grossen, aber unendlich kleinen Betmgungm des 
Punktes jene Funktion am meisten wächst, und toMn die besc/Ueunigenden 
ITräfie, welchen je 2 Ptmkte des Systems vermöge jener Kraft unterliegen, ihrer 
absoluten Grösse nach in dem Verhältnisse stehen, in trv!c!,pm beide Punkte 
einzeln gmommm, hei gleich grossen, aber unendli'-h klrnirn /»nrprpmfiPfi nnrli 
jenen Rir-hhingm, die Funktion zu vergrössern venrngen.» üin Beispiel wird 
dies erläutern 

Es sei das Bestreben einer Kraft V, zwei gleidi schwere Punkte p und 
q von einander zu entfernen. Dann können wir (p — q)^ als die algebraische 
Funktion der Punkte p und q betrachten, welche zu vei^rössern das Streben 
jener Kraft ist. Uni nun zuerst die Richtung der beschleunigenden Kraft, welche 
Kauf den Punkt/) übt, zu finden, haben wir zu fragen, welche Richtung er 



4) Eine algebraische Funktion soll aber eine solche heissen, welche eiaer verändere 
]icheD Zahlgrtisae proporliooa) Ist. 
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annehmeD müsste, damit bei gleich grosseo, aber unendlich kleinen Wegen der 
Werth von {p — q)^ am meisten vermehrt wird. Dies ist offenbar die Rich- 
tung der Verlängerung von qp über p hinaus. Ebenso wird die beschleuni- 
gende Krall, welcher q unteriicgf , in der Verlängerung von pq über p hinaus 
wirken. Frngon wir nun tük'H dem absoluten Verhältnisse dieser beiden bo- 
sdilounigeiuleii Kialt'' , >n ilif;» glcicli dum Vcrhalliiisiso , in woleliem bei 
gleich grosÄCi), aber unendlicii kleinen Wegen in den Eichtungen der \erUtnge- 

' ruDgen , während jedesmal der andei'e Punkt ruhend gedacht wird, {p — q)^ 
wächst. Dies Yerhältniss ist offenbar das der Gleichheit; also sind auch die 
besdileunigenden Kräfte absolut genommen gleidi. Nun können w ir ein sehr 
leichtes Verfahi'en finden, nach welchem man jedesmal , welehe algebraische 
Funktion fs auch sei. auf dif» sirh (bis Bestreben dor Krnft T' iKvickl. dif Mich- 
liinurn und das Vcrli;illniss der dadui'ch gewii-kti'ii iKvx.'hlninii^r'iidi'ii Kiiifte 
linden icann. Ich will die Ableitung dieses Vcriahreiu?, da icii niciit oine selbst- 
ständige Begründung der geometrischen Differenzialrechnüng geben will, 
wieder zunächst an senkrechte Koordinaten knüpfen, obgleich das Yerfah- 

. ren an sich gänzlich unabhängig davon ist Es sei die algebraische Funktion 
F(pi, p^. .) der Punkt* , pj, .... gegeben. Um dieselbe in eine alge- 
braische Funktion von Zablarössen zu verwandeln . nolnn^^n wir dur(;h einen 
Punkt g 3 trot^pnoitianrler senkrorbic Axi'ti und in iiineii ;5 iiloidi lange Masse 
b, c an, duicii weiche wir die f.eiikreciUen i*rojektionen der Strecken Pi-^$, 
p^ — g, .... messen, und setzen demnach 

/?j — g = €t^a + yj) + z^c ; — g — or.,a -f- tkb -f- z.f. w s, w. 

^iun können v\ii" dipjfniiro Funktion als eine aliii'liraisclic di'r Punkte j> , p.^..... 
ansehen* welehc einer Funkliim der sanjinliichen Koordinaten, jede durcli das 
zugehörige Mass gemessen,, proportional, d. h. gleich einer solchen mit einem 
konstanten Faktor multiplicirten Funktion ist. Da aus jener Funktion F{p^,p.^ 
nur die Verhältnisse der besdileunigenden Kräfte und ihre Richtungen abge- 
leitet werden, und weder diese noch j« nr \\\% sogleich aus der Definition 
einleuchtet, sich ändern, wenn man die Funktion mit einer beliel)igen positiven 
flrössf» multiplirirt, so können wir die algobraisrho Funklinn der Punkte ijleirl) 
einer mii rlcni (juadrale des Masses muitiplt( irU ti /ahltunktion der Zalilgrüssen 
-h* ^i' -^"iJ Ui' • setzen. Wir setzen daher 

F{pi,pi.^..) = aVK.yi,«i»i«^2r!^2- =5-2 }' 

Um nun die Riehtungen und das Vorhnltniss der beschleunigenden KraOe 
zu lindeii . li dn ii wir die Funktionsveiii;i<)SS(M ung zu betrachten, welche her- 
vorgellt, weim die Punkte pi u. s. w. unendlich kleine Wege beschreiben. Der 
unendlich kleine Weg des Punktes p^, den wir mit dpi bezeichnen, ist, wenn 
a^Xi, b^ffi, cdzi die senkrechten Projektionen desselben auf die 3 Axen sind. 

Durch diese Bewegung gehl p^^ in -f- dp^ über, also g + ax^ + 6yi + cjz^ 
in g a{wi-^^{Ci] + b{yi-\-hji} + c{si-^^zi)\ d. h. es geht dadurch % in 
Xi + ffa!i, yi in yi + Syi und Zi in Zi über. Ist ebenso cTp^ die Be- 

wegung des Punktes /»ji 
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u. s. w., so geht durch diese Bewegung a% in .n> y^ '^y^'^' ^}h.> % 

3^ + üher u. s. w. Die daraus fliessende Vergrösserupg von f finden wir 

also duirli Diffpronziation diesor Funktion , indom wir i^x^ u. s. w. als Diffe- 
ronzialc der oiits[>r(M ln iiilen Veranderlidion sel/cii. l^czoichnen wir «las daraus 
hervorgdiomlc Dillereiizial ilcr Funktion glcichlallö diiroli rV, so erlialten wir 

(27) .... ^f{ißi, tfi, X.,, ?/2, %....) ^ uidxi + vidyi -h u\disi 

WO «1, if'i, • • . • di(' |),irti('ll('n DilVcrcii/ialtjuolientcn nach den oiitspi rTlicn- 
den Veränderltcheii i/j^, .5^ u. s, w. sind. Um liicrau.s aul eine ciulaclio 
Weise die Richtungen und das Verfaältniss der beschleunigenden Kräfte zu 
finden , verwandeb wir die Differenzialgleichung wieder durch Multiplikation 
mit (T in geometrische Form und setzen, so wie F — war, nun auch 
,TF = a^f \ also ist 

oder da = 6* = ^ ist, 

+ X <y<^Ä + X + .... 

Also da a5x^ + 6j'^t -f cj^^^ = fT/j^^, oJir^ + b^y^ + üJ'^r^ = öp% ist und ö, 
6, c gegeneinander senkrecht sind » so ist 

dF{pi,p.i ■. .) — {au, -^bi\-\-cw^) x (J/j^ + (at<., + //r.^ + cm,) X + .... 

Wenn wir endlidi ili«- drnsse an- -f hv^^ -j- nr-^ mit g^, au., -f l'r.. -f- rii-., mit 
^ U. S. vv. .buzciclnu n , utul diese Streclvt ii y^, »y^ S. w. die partiellen Ditfe- 
renzialquotienten nach pi > jb^ ... . nennen, so erhalten wir die einfache Gleichung 

(28) .... (^F[pi,p.^,...} =2 (j^ X f)/>i + ^2 X i^Pi + 
und den Satz : 

«. Die AeiHiertimj \ {) I ' . iroMi f eine algehrnisdie Fdfiktioni Fj voit Punk- 
ten [fi, ....), die als Produkt aitiea Siy&cicenquadrates m &im veränderliche 
Zahlgrösse erseheint, dadurch erf^rt, dass die Punkte, von denen sie abhängt, 
unendHeh kleine Wege {^Pi, <fpt, — ) beschreibm, ist der Summe gleich, die 
mo» e/thäU, wenn man die FttrJdion nach den emzelnen veränderlichen Punkten 
partiell differenzUrt, diese partiellen DifferenzudquotierUm mit dmi Wcijea der 
sngchHrigm Pwilde innrrlirff n^nlUplinrt nnff t}ic^(> vmev'n Produkte addirt. » 
Und »den partielien JJijjerenziuifjuolfenteii einer aolcheu I'ankdon [F) nach 
eimia der Funkle (^i), von denen sie abluingt, findet man, wenn man die Furde- 
tion durch das Quadrat des Masses dividirt, den Quotienten als Funktion d&r 
in Bezug auf 3 gegeneinander senJerechfe und gleich lange, an einen beliehigen 
Punkt gelegte Masse genommenen Koordinaten dieser Punkte darstdlt, nach den 
Koordinaten jenes Punkten pi differenziirt und diese 3 JHfferenztalquotienten 
addirt, nachdem manjedeti mü dem ssugetiörigen 3fas.se mtdtiplicirt hatn 

\\[^ <]or üleiehunir lolL'on s(»p;l(*i(']i die Riclitiin^f^n tind Verhältnisse 
der Kräfte. Bolrachtot man die 1- uuklionäändcruiig bei vcrsciiiedcjicu unendlich 
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kleinen, aber gleich langen Wegen ^p^^ des Punktes p^, so ist dieselbe gleich 
!/i X <^Pi f t®' koDStanlem </i proportional der senkiHx;hten Projektion von 
<fpi auf gi, also bei gleich langern tfp^ am grössten, wenn dpi gleiche Rich- 
tung h;U mit <]r|. Somit drücken 9 , Richtungen der bcschleuui- 

^fTiflen Kriillto aus. DI(; Ftinktionsänderungen, welche durcli zwei verschiedene 
Punkte und i>.- hei iiioicli I;»ngen Weiion nach diesen Riehfiin^en r/, und (j^ 
bewirkt wf'iilt n. \ i rli,ilt( ii >i( h wie i][dp^ zu (j-idp-^, also, di c*/>| parallel ^1 
und [jarailei (/.^j und o^jü^^ und dp-^ gleicli laug sind, wie zu ^.j', d.h.: 

mDie beschleunigenden Kräfte, weldien die Punkte eines Systems ifermöge 
emer Kraft unterliegen, die das Streben hat, eine algebraische Funktion jener 
Punkte zu vergrössem, verhalten sich in Grösse und Richtung uAe die parHellen 
Differenzialquotienten dieser Fm^d'on nach diesen Punkten. » 

Vho ich die hieraus flfrssendr» Fiu-nif'l dfT Mechanik ableite will ich zei- 
gen, da-^s die partielltTi Dill'i rrn/ialquoiiriitcn piner Funktion von Punkten, 
deren , Ableitung bishur au gewisse sonkrtK'hte Ax«'n geknüplt war, hiervon 
unabhängig seien. Es wurden 3 gegeneinander senkrechte Masse a, b, c und 
ein Punkt ^ angenommen, auf ihre Richtungen wui-den die Strecken — g, 
Pi — g u. s. w. senkrecht projidrt, diese Projektionen jede durch das ihr gleich- 
gerichtete Mass gemessen, und die Resultate dieser Messungen mit (ßt, yi, Zi 
u. s. w. bezeichnet, so dass 

Pi — g = x^a + yib + SiC u. s. w, 

gesetzt war; dann wurde durch Substitution dieser Werthe für pi u. s. w. in 
die algebraische Funktion F der Punkte und durch Division mit dem Quadrate 
des Masses eine algebraische Funktion f von Xi, yy, Zj, .. . ahgelcitet, diese 
nach den Veränderiichen Wi, y^, partiell differenziirt, die Diffcrenzial- 

quotiontcn mit den iimen /tip-chörii^cn Massen n, h, c multiplieiri und <Iieso Pro- 
dukte addirt. Lassen wir nun 0, b, e übergehen in e, e, e", wo 

e" = «"a + ß"b fc 

ist, so werden, wenn 

Pl = «46 + t>\e + »"i«" ist, also 

ist, die Werthe für x^^, y^, z^ folgende sein: 

a?, = t?^« -f- v\n -f i-'i«" 

•»i — ^xY + "'1/ + ^\f^ 

und entsprochende Werthe w^ird man fur die lun n diimliMi di 1 iibngen l^mktc 
erhalten. Will niiui nun tien Dilleren/.iaicjuotienten emer Funktion F nach p^ 
vermittelst dieser neuen Masse finden, so hat man, nachdem man in f{a\, y^. . .) 
die so eben gefundenen Ausdrücke substituirt hat, nach «1, f>\, ©"i zu diffe- 
renzüren, die so erhaltenen DifTereuzialquotienten mit «, «i*, e* beziehlich zu 

ü 
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multiplicireii und diese Produkte zu addiren; dann ist zu zeigen, dass diese 
Summe noch gleich d. h. 

(Ä)-©»©-(^)-(Ä) 

ist. Nun ist 

(^) = (^) (i;:) + {£) (^t) (^) (^) 

(Ä) = (S) ' * (i) ♦ (£) ' 

(,#.) = (fi) •■ - ii) ' * (Ä) 

Also iäl 

+ (^) iß' + z?*«' + /ä*^) + (Ii) V/ ^ + } + fo'i' 

Sind nun e, e, e" gleich lang mit a . h. c und rechtwinklig gegeneinander, so 
lässt sich leicht zeigen, dass ae + f/e + «"c* ^eich a ist u, s. w. Denn be- 

zoichnel cos(rs] den Kosinus d(?s Winlxi ls '/>visehpn zwei gleich langen Stre- 
cken /• wnr] s, so ist r cus\rs] die scnkroclili' Projektion von .s auf r ihrer 
Grösse und Richtung nach. Aus den dieichungeii (29) Iblgl aläo dann 
ce = oos(ea), «' = cos( ea), a — cos(e*a). Nun ist 

a s= eco&(ea} + v' cosU'd] -f- e'^'o-s^e"«), d. h. 

— a« + ae + aV. 

Li^d eben &o lolgt 

b = ße + /i'e' + /SV, c = y« + /«' -j- y"«* 
Also erhält man die zu erweisende Gleichung 

(Ä)-(Ä)-(Ä)-(Ä)-(Ö-C)' 

Sind e, e, e" nidit gleich lang, mit a, b, c, sondern ist die Lani^e der letzteren 
das m- fache von der der ersteren, so hat man nach dem oben aogegebeuen 

F 

Verfahren in fiezug auf die Masse e, e, e" die Funktion die wir mit f be- 

zeichnen wollen, zu. dilfcrcnziiren. Uanu ist, da [ ^ \ und ist, 
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f — n^f. Dann sind die Projektionen von e, e, e" auf a,-b, e den mit "o, 

>] i ^ 

—6, ~c uuiiUpUcii'ten Kosinussen deich und die von a, b, c aut e, e, den 
mm ^ 



mit me. nw, me" multiplicirten Kosinussen, und es wird « =^m?(ö« + eV + e*a*) 
Also bleibt noch 

(£)-(£,)-(IJ,).-=©-(l)-(Ä)- 

d. h. die angegebene Methode ist von der besonderen Annahme der Koordi- 
naten gäo/^lirli uiiiil h iiigig, sobald diese nur jedesmal untereinander gleich 
lang und senkrecht sind. 

Fassen svii* die gewonnenen Rosultato /(is;\tnmcn, so ergab sich, f^wmn 
F die algebraische Funktf'fyn ziceifi'r Diiih i'sion ist, deren VergrSssertinr/ eine 
Kraß V, die auf ein Syahm wn l^unklen p^, . . . . wirkt, cratrebl, und 

— die porUeUm DifferensialquotierUen von F mdi dm Punkten Pi,.p.i 

sind, von denen F abhängt, so sind 

die beacidmniycndm Kräfte, denen die Punkte Pi,Pipp» ■■■■ vermöge jeiitr Kraß 
V unterliegen, wo l einen für alle diese Punkte gleic^ien ZahlfcJdor hczcichncl, 

welcher von c?«* Lage der Punkte p^, p^^ in einer durch die Natur jener 

Kraß V bedingten Weise abhängt, ft Wirken daher auf die Punkte Pi» Pi • ^ • • 
die boschJeunigenden Kräfte Pi, P^ . . . und ausserdem die durch die Kraft 
F bedingten beschleunigenden Kräfte Xqi, A^^ > so hat man 

U. 8. W. 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen innerlich mit <fpi, die zweite 
mit (Tps u. s. w. und addiri, so erhalt man, da gi X (Jpi + 9: X f^Pi + • ■ 
gleich J/^ ist, die Gleichung 

(30) (p^ — X dp, + — X (J^pi + . . + 0. 

welche für jeden Werth von dpi, dp^ .... gilt. Nimmt man endlich noch an, 
dass die Kraft V, wie dies z. B. bei festen Körpern annäherungsweise ange- 
nommen werden kann, bei unendlich kleinen Entfernungen aus derjenigen Lage, 
für die F einen bestimmten Werth hat, sdion so intensiv wirkt, dass die 

ül>i"iaen KvfifU' da« System nicht merkli*'!) rins einer ^olclten l-cisie /u entrerne»i 
vcimügcn, &(j köiJiici) wir aunaiiorungswüisc l' kousluiit sclzca; wir neuueii 



4} w^ii (lauu a = m[eGOs(«a) 6*co&{^a) •(* ii"üoa{4"a) \ kl, und cm[m] = am, 
cos(tf'a) = mi»', cot9(e"a) = ma" ist. 

5* 
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solche Kräfte, wenn sie schon bei unendlich kleinen Entfernungen aus jener 
Lage die Übrigen Kräfte zu überwinden vermögen, so dass also nur unendlich 
kleine Abweichungen aus jener Lage, füi* die F jenen bestimmten Werth hat, 
eintreten kimnon, bcbnuptciiflo Knifto A!<o: 

<iWe7ii) beliebige Kräfte i\, P-i . , , . auf heliebige glekh schivere Punkte 
Pi, P'} • • • ■ Systeme wirken, und diese Punkte alle, oder Ümlwei&e beitimp- 
lendeu Kräften unterliegen, wekke nut unüberwindlicher Gewalt gewisse Funk- 
Honen L, M, N .... jener Putüde a»f mdl jsu erhaUen suchen, so hat man die 
CUeichuny 

(31) 0^^/>i — ^^^xa>i + ^i>, — x<)'p., + .... + M 

+ ßiAM + w^JV + 

welche in Verbindm^ mit den Gleichungen 

zur ße^imiitunii >/rr /)',"\''^/m/w</u/*</ eines jeden Punl'tt'^ ■riilll:'):"/ii) ii 'lu.sreü'hi. » 

Dies ist die aul unsere Analyse zui ückgefühi (e Konu dei- allgemcineft 
Gleichung der-Medianik, wie sie von La Crange der ganzen Mechanik zu 
Grunde gelegt ist, und damit ist also auch die ganze Mechanik dieser neuen 
Analyse unterworfen. Als Beispiel för die Anwendung dieses Verfahrens will 
ich eine beliebige einfaclie Aufgabe der Statik wählen, nämlich die Au%abe, 

rlon (jleichcewichlszM^limd eines Systems von Punkten p ., /i,, /u finden, 

welche so aneinandur belfsti-t sitid. il;is> dir l'jiiri'iinin.; je zweier aurrinimdci" 
lolgeadcr l'unkttj konstant tileibl, luid welche ausserdem beztchlicb von den 
beschleunigenden Kräften Pq, P^ gezogen weinlen. Für die Substitu- 
tion in (34) bat man erstens, daG leichgewicht Statt finden soll, die sämmütchen 
Beschleunigungen null zu setzen. Von den Kräften, durch welche je zwei auf- 
einander folgende Punkte aneinander befestigt sind, nehmen wir an, dass sie 
die Entfernungen je z\veicr Punkte, oder, im» eine Funktion zweiter Dimension 
zu bekommen, die Quadrate der Verhjndnnij:«.Mrerken konstant zu erhalten 
suchen. Wir erhalten also, wenn wir der Kürze weisen die l'unkle nn't die 
Kralle mit bezciclmen , wo a nach der Reihe die Indices ü . « ausdrückt, 
die Gleichung 

■;32,a) ... $P, X % + Sa. S\ip,, 1 — P„f] ^ 0. 

wo tlie Suhimenzeiclien sich auf die verschiedi rii n Wni tlii; von ü beziehen, das 
ej-ste auf die Wertlie von 0 .... », das letzte auf die Werthe von 0 . . . .(n — 4), 
d. h. alle ViTerthe von a,, in denen a nicht einen der Werlhe 0,4,2....(n— 1 ) 
hat , sind null gesetzt. Diese Gleichung in Verbindung mit den n Gleichungen 

mh) — {p.,i-p.)'^o^. 

welche die konslanU n i'ntfuroungcn, deren Quadiale el)en siud, darütellci», 
bestimmen den Gleichgewichtszustand vollkommen. Es ist aber 
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Dadurch hat man, da(32,a) Tür jede Werthreihe von J/>, null ist, also auch dio 
mit einem und demselben rTp^ multiplicirten Glieder derselben zusammen null 
geben müssen, die (n -f 4 ) Gleichungen 

Addirt mnn zwei aul'einanderfolijrendo dicsrr Gleichungen, Z. B. die, weiche 
und die, welche + ! enthalt, so erhalt man 

oder allgemeiner, addirt mau alle Gleichungen in (3^, c] zwischen den Anzeigern 
a' und dem als grösser gedachten a , so hat man 



0 ^ 7>,. + .... + /», + P.« _i(p«' — Pa'-l) — K{P^+ ; — /'a 



Also wenn a' null gesetzt wird, wo dann auch it,'_| nach dem Obigen null ist, 

mA] .... + A + ^« - ^..i'p.,-.. - 7>J = 0. 

Ferner, wenn zugleich a f^lelch n gestützt M ini, wo dann null ist, 

(33) />o + />i + ..../»„=0. 

Um nun aus den Gleidiungen 32,d allgemein Jl, zu diminiren, bat man nur 
dieselben mit (Pa+i — P«) äusserlieh zu multipliciren , da das äussere Pmdukt 
(das Pnrallelogi'amm) gletchgerielitoter Strecken null ist. Man erhält also 

(34) .... (/>o + i>i....^J . (p. + i-pj = 0. 

Diese n Gleichungen in (34], in Verbindung mit (3.3) und den n Bedingungsglei- 
chungen in (33, c), bestimmen den Gleidigewichtszustand vollkommen, und es 

lägst sieh alles, wenn noeh der Anfangspunkt oder überhaupt einer dem Pmikto 
gegeben i.st, durch l\(iii>-ti nktion utmiitlelbar nach dm l'urmein linder), was 
überall der Vorzug dieser neuen Analyse ist. Ks seien z, B. die KiiKei riuugea 
»rt je zweier aufeinander folgender Punkte, die n Kräfte /'o* i*i ... und 
die Lage des Punktes po gegeben; die Kraft und die Lage der Punkte 
Pi .... p„ seien gesucht In der That drücken die Gleichungen (34) nur aus, 
dass jedesmal /'o + /*i + • . . . /*, parallel ist mit p„^i — p^. Daraus ergiebt 
sich folgende Konstruktion. Man zoichne ein 'n-\- I i -eck .1,,. .1 .1 , 

dessen Seiten \(>n der Erkn /l aus Ontsf-hrt iiend genommen den Krülleu P^, 
Pi . .. P,,-] gl' 1' 1^ "nd glt itligericlitet sind, d. h. Aq — A^=:Pq, Ai — Aq=Pi, 
Ai- — Ai — P^ u s. w., so ist 

4 - ^^/^o + • Pa> 
und die Gleichung (34] wird 

(35) .... (i4.-^) . (p,.i-pj = 0. 

Wird die gesuchte Kraft i*„ gleich X — -4^-1 ge- 
setzt, wo A' ein gesuchter Punkt ist, so geht die 
Gleichung (33) über in .1,. ^ — A„ -^X— A 0 
d. h. X — A„. d. h. <lie Seile >1„ ~ A,^_^^ dt>i zu 
liiilie geiionitiienen Figur ist die gebuchte Krall/*,,. ^V:::^-—— — 
Ferner schlage mau, uui die Punkte pi — p» zu 
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finden, um einen Ki'eis (oder 
im Räume eine Kugel) mit dem 
Halbmesser Oq, ziehe «.lui-ch p^, eine 
Gcrarlo parfiUelmit /^, ndor — ^ 1 \ 
so ;j;i:'iuib;t jcilfr der beiden Purikto, 
worin diese Gerade den Kreis (oder 
die Kugel) schneidet, statt gesetzt 
den Bedingungen des Gletclige- 
wichtes. Um pi schlage man mit 
% als Halbmesser einen Kreis (eine 
Kugel) und zielie von p, die Gerade parallel mit yl, — .4,,, so genügt jeder der 
Diirchschniltspiinlde rlie-^or rioradcii und des K reisig (der Kugol ; stuft p, ge- 
selzl den Bedingungen des (jicichgewirlifes ii s f. Es glebl üIm) im Ganzen 
2" LagCii des Gleichgcwiditea. Allein mau ul)el^<itnliJl bicli leielilj däss es unter 
ihnen nur Eine Lage des sicheren Gleichgewichtes giebt, welche hervorgeht, 
wenn man statt der C^raden Strahlen zieht, die den Seiten — entgegen- 
gesetzt jgcriclitel sintj. 

Ks Hesse sich freilich die angegebene Konstruktion auch leicht aus der 
Idep uniTiitfpIhnr nhleiton, Mhin voHbl;:? man diese he'.'i'lfTliche Ableitung, «o 
wird man •-n^li Kli seilen, dass sie tiiit dei* dur('i» unsere Analyse gegebeucit 
ideuUsüh utui tun dire Loberseti&uug gleichsam in die BegniliBbpraclic ist. 
Und dies ist überall der wesentlichste Vorzug der neuen Analyse. 

Ich gehe nun dazu über, die vorher abgebrochene Entwickelung der 
neuen Analyse weiter fortzufühi^n. Ich hatte oben aus der Idee der Kon> 
gruenz das innere Produkt zweier Streclcen abgeleitet. Jede Strecke erschien 
als DIlTerenz zweier Punkte, und das innere Produki zweier Strecken nho in 
(it'i' l orm f'/K— -A) x: — '/), wo a, b, c, d l'iiiikt ' ^\\\y\. Um von liier aus 
durch Autlösung d('r Klammern z\x innorcn Produkten von Punkten, und von 
Punkten mit Strecken zu gelangen, will ich mich eines allgemeinen Ableitungs- 
gesetzes bedienen, welches überiiaupt für die neue Analyse von der grössten 
Wichtigkeit ist. Nämlich: 

« Wem (lewisse Gesefze aligemein gelten für Differenzen je ziveier Grössen 
aus eitm' GrÖssenreihe [a, b, c . . . .), und man hat irgend eine Gleichumj (A), 
worin jcvf GrÖ^srn [n, b. c ....) nur zu Difffrcnzcn (;epaarf rm'komrnen. 
man ieitei uuö diener Gleichung fA) da"'"reli . das^ mi.m jene. (Jesetze aucit auf 
jene Grössen selbst statt auf üire Differenzen anwendet ^ eine neue Gleichungs- 
form {B) ab: $o «rhä^t man aus ihr, wenn man statt der Grössenreüie {a,b,c ....) 
die ÄeiÄ« der Differenzen [a — 6 — r ....) dieser Grösse von irgend einer 
heutigen Grösse [r) dieser Reihe setzt, jedesmal eine richtige Gleichung; und 
wenn B wieder jene Grossen nur zu Differenzen gepaart enlhäU, so ist auch B 
selbst eine richtige Gleirhinrf: und zwar erfolgt dies alles mich dmm noch, 
wenn man für solche Di/ferenzen imr daa Gesetz aUgeimin atmituml, dass 
(ö — bf {b — C) = a — c sei^}.» 

In der That, da {a — b] + [b — r) = a — r ist, also auch 



i) Sats 42. 
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(35) .... a ~ b = ' o — v) — i b ~ r : , 
so knnn man aus der (Jlnichuna 1 dwi-ch dies für die Dinorcnzcn voraiist'O.sezIe 
lieselz eine ( ileiehung /i' a]ili ilen, in wolclier stall der Grössen a, 6, c die 
m A vorkoiumoii, nur diö Diilei enzcn a — r, b — r, e — r .... eingetreten sind. 
Leite ich nun aus A dadurcJi, dass ich die für DifFerenzen jener Grössen allge 
mein geltenden Gesetze auch auf diese Grössen selbst anwende, eine Glei- 
chungsform B ab, so werde ich, indem ich dieselben Gesetze auf die Differenzen 
a — r, b — r . . . . statt auf a, 6 ... . selbst anwende, zu einer richtigen Glei- 
rhnnü: B' gelangen, welche f^ieli von B n«r dadurch unterscheidet, dass sfaft 
<lei- (iro>:>5en a, h . ... in ß hier die DilTerenzen a — r. h — r .... eiiij^e treten 
sind. KoTHinen ferner in der Gleichuagsform // die lirösseu a, b . . . . nur m 
Differenzen gepaart vor, so werden auch in B' die Differenzen a — r, 6 — r.. 
nur wiederum zu Differenzen gepaart vorkommen. Statt jeder solchen Diffe- 
renz der Differenzen a — r, b — r kann ich aber nach dem durch die 

Gleichung dargestellten Gesetze die entsprechende Din'erenx; der Grössen 

a, h selbst setzen, oline dass die Gleichung aufliÖrt eine riclilige zu sein. 

Padiireh ei'haile jeh aber aus B' die Forin B. T>;1 also // ejne riehlige Giei- 
cliuii^ \\;ir, sfj ist es unter der zuletzt uemaehten V()t"aus>>el/iurg auch B. 

Hieran scblLcsso ich nun die DeliniliuUj svelche vermüge des so eben be- 
wiesenen Satzes vollkommen ausreicht für alle analytischen Gesetze der Punkt- 
verkniipfungen, wenn die der Streckenverkniipfungen bekannt sind. Nämlich: 

<tEim Gleichung (B), wiche Punkte enthält, die w^^stens nicht aUe zu 
iHfferenzen gepaart sind, setze «cA dmn und nur dann als richtig, wenn sich 
ekle rkJiti'ge Gkkhxnuj ^ A] aufßndpn fä^st, in tmlcher dio Punkk mir su T)iffi'- 
renzen gepunrr rorlomm- n- , und vu-'i-lf ük Bcsc.hntfi'nl'i'if hnt . dns^t man aus 
ttit; wenn man dk bisher /ur Strecken allgemein cnck^enen Virkmipfuuysyesetze 
aucA att/ JHinkte anwendet, die gegebene (ü^eicAuny [ß] ableiten kann ^j.» 

Hieraus folgt sogleich, dass, wenn man eine richtige Punktgleichung ^ 
hat, in welcher die Punkte wenigstens nicht alle zu Differenzen gepaart sind, 
und man aus ihr dadurch , dass man die Punkte wie Strecken behandelt , eine 
Gleiehiingsfonii C abfeitet, in welcher i:1eiebfaTfs weuicrsten*; nicht alle Pnnkle 
zu DiiVeri'tizen ui'))ii;irt .sitid. diese i;ir'i(iita!ls eine rit'lili^*' (lieiehiinp; ist. Denn 
nach der Dehnition ist B nur dann liehtig, wenn sie sicii aus einer richtigen 
Streckengleichung A durch Anwendung der für Strecken geltenden Gesetze 
auch auf Punkte ableiten lasst. Da nun aus A auf soldie Weise B, aus B 
wieder C abgeleitet ist, so ist also auch aus A die letzte C auf solche Weise 
ableitbar, also C richtig. Aber vermöge des vorhergelienden Satzes (4 2) können 
wir, da für die Strecken a — h, h — c, üudi wenn n, b, c Punkte sind, die 
Voraussetzung jenes Satzes, dass 'n — + (ft — c ] = a — c isf, n11i>;e?nein gilt, 
noch weiter gehen, und sagen, auch wenn C eine Streck engleichuaj4 ist, die ans 
B auf die angegebene Weise hervorgeht, sei sie richtig; denn dann geht 0 
auch aus A auf solche Weise, nämlich durch Anwendung der für Strecken gel- 
tenden Gesetze auf Punkt« hervor, also ist C auch nach dem angeführten Satze 
richtig, wenn A es ist Also: 
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« IVenn tKOn rine richfüjp Gfcirhvntj, trelche Punkte i'itt/uilt, rfadnrrh, dass 
man die für Strecken allgemein ijeUenden Gef>e(:i' nurli auf Punkie anwendet, in 
eine andere Gkichmg umwanddl, so isl diese (jleidt[aiU nchtty.» Bicsan Salz 
kann ich audi so ausdrücken und erweitem : 

aAUe für Strecken allgemein gelfenden Verkmpfungsgesetze gelten aticA 
ßr Puid.ti' lind n!)erhauptfürPunktgrÖ$$en^),y) nänüich audi für PunktgrÖssen 
darum, weil (iieselbcn Gesetze, die für Strecken allgemein gelten, auch für 
Yielfiiche derselben, da dlosf yff<irnchoii gleicliffdls Strockon sind, gölten müssen, 
also muh für die Vielfachen der Puiiklo, d. h. für PunkUi,russ<'ii. Koi'ner folsit 
venmlteist desselben SaUcs (12), da jede richtige Punktgleiclmiig (i?) iiacli 
der Definition (8) aus einer richtigen Streckengleichung A ableitbar ist, also 
der in jenem Satze (12) für die Punktgleichung B aufgestellten Bedingung 
unterliegt, der Satz: 

«Eine richtige Punktfiletchung Uelht richtig, toenn man statt der sämmt- 

Ürhrn darin rorJwmnwnden Punkte (a, b die Drffercnisen [a — r, b — r ) 

derselben von cint^fh >nid dmispllin} Pfi^^kfr r si'trf '\->) 

Durch Anwendung dieser beid<;ii Salze ( 1 3 und i -i , geiien alle Gesetze 
der Verknüpfungen von Punkten uiid PunktgrÖssen aufs leichteste hervor, wenn 
man die Gesetze der Verknüpfungen von Strecken kennt. Ich will daher hier 
gelegentlich und zur besseren Vergleichung auch die Gesetze der Addition und 
Subtraktion der Punkt^r(')ss(>n aus denen der Strecken ableiten. Sind 6, c... 
Punkte , und tt, .... Zahlgrössen , und ist zuerst 

« + + y =0, 

so hat. man, wenn r ein beliebiger Punkt ist^ 

aa ßb .... = «a + + — (« + ß + • •) »' 
^ — r) + /?(6.-r) + 

d.h., wenn wir or, ♦ . . . die Gewichte der PunktgrÖssen «r«, /96 ....,(« + /? + ... .) 
ihr Gesammtgewicht, und a[a — r) + ß{b — r) + .... ihre Cresammtabwei- 
chung von dem Punkte r nennen : 

üEine Summe von Pfttücf grossen, deren Gesammtgewicht null ist, ist eine 

Strecke; ihre firsontmf'dtK'n'rhung von einem veränderlichen Punkte ist konstant, 
vnd der Strecke ylcidi. die ihre Summe ist ^'r» 

Ferner ist das (iesafiunlgowicht nicht null, S'O sei ihre Summe emcr noch 
unbekannten Punktgrösso ^ gleich gesetzt, wo i» eine ZahlgrÖsse, x ein 
Punkt ist, alsQ 

:'35j ..... oa + + = Qx. 

so ist nach Satz 1 4 

(36) .... «(rt— r) + /Vi^ — r) + .... = pfa: — r). 

Sublrahirt man diese Gleichung von (1^5), so bat man 

(« + + ..,.) r = (in 



4) Sats 43. 
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also wieder nach Satz 4 4 , wenn ein anderer Punkt ist, 

(a + /?+....)(r-/)=:(»(r~/), 
was eine Streckengleichung ist, aus welcher folgt 

(37) .... a + /J + .... = 
Siibstituirt man diesen Werth in (36), so hat man 

(38) .... ßfö — H + /-^'/'t — r) + = + -f. ....) (a5-.r), 
oder da (o + + uiclil null ist, 

f39) .... = + — . 

« + P + 

Wird nun r ;ins dieser Gloiclninp; bestimmt, was durch eine einfache Kon» 
striiklion iii()_Mi(h i.st, .so ist auch Gleichung (38) richtig, al.so ist. da (35), 
nachdem iür ^ und x die gefimdaneu Werthe subätituirt sind, uaiuiltülbar 
aus (38) hervorgeht, nach Satz 43 auch (35) richtig, während die vorher- 
gehende Entwickelung zeigt, dass, wenn (35) richtig sein soll, ^ und x noth- 
wendtg den in (37) und (38) gegebenen Bestimmungen unterliegen müssen. 
Setzen wir übrigens in (36) o; gleich r, so haben wir 

(40) .... tt(a_a!) + /J(5 — flu) + .... = 0. 

Bekanntlich nennt man diesen Punkt x den Schwerpunkt zwischen den mit den 
Gewichten u, {•> .... bdiafteten Punkten ä, 6 , oder mathematischer aus- 
gedrückt die SRUt zwischen den Punktgrössm aa, ßh ... . Also: 

«Eim Summe von PfmkfgrÖsKPn . deren Genammtgeuncht nicht null ist. int 
wieder eine Pnnktffrösi^e , deren Gewichl da-ii (resammigewtchi der nddirten 
Punkfyrössm (37), und deren Ort die Mille swischen ihnen is/ (38); die Ge- 
sammtcdnveickung der Punktgrössen vm einem bMbigen Punkte ist gleich der 
ihrer Smme von deumt^en Punkte (36), ihre Gesanmtalnoeichung von der 
Mitte ist also null (40), xind die Milte wird also auch ffefunden (39), umn man 
wm emenh Punkte die Strecken nach den Orten der Punkl<jri'me.n zieht, diese 
StrerJi'en mit d>'n zufiehorigen Gewichten muUiplicirt, die Prodvkte addirt, die 
Summe durah dan Gemtnn'ti/ririiht dividirt, und eine diesem Quotienten gleiche 
Strecice zielü, wcldte Jenen Punkt zum Anfangspunkie hat; dann ist der End- 
punkt dieser Strecke die gesuchte Mitte Wenn wir sagen, das Gewicht 
einer Strecke sei null, und wenn vnr Strecken und Punktgrössen zusammen 
Griksen erster Stufe nennen, so ^Igt aus, Satz 15 und 46 sogleich dor Satz: 
<i/)as Gewicht einer Summe vori G)-i'S:srn cr<;fi'r Stufe ist gleich der Summe der 
Gewichte der Svnm'xyrtdcTr'-' ndci- allLMincitier: 

üEine Gieichung zivischen Grössen erster Stufe, d. h. mm Gleidiumj, ui 
iütikher die Grossen erster Stufe nur der Addition, Subtraktion, Vervielfachung 
und Hieihmg unterworfen sind, bleibt richtig, wenn man statt der Gr&ssen erster 
Sti^e ihre Gewichte setst ^).» 

Ich gehe nun zu den inneren Produkten von 2 Grossen erster Stufe über^ 
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Sowohl das innere Produkt zweioi l'imkfiwi'ossen, als auch (h>^ einer Piinkt- 
eifHsc in eine Strecke lüsst s5e!r p]« Ttiri'Tcnz zweier Onndrnic oilrr ah Viel- 
faches dieser Üifleici):^ clni.slelleii. In dev i liai, wemi im FoJgcndcu unter a, 
h, c Punkte, unter a, ß, y Zaliljjrössen, unter p eine Strecke verstanden ist, 
so hat man 

«2 — . — + 6j X (ö — 6) = X '^[a'-b). 

Der letzte Ausdruck ist ein Produkt eines Punktes und einer Strecke. Hat 
man daher ii^end ein Produkt einer Punktgrösse und einer Strecke, etwa ycxp, 

a-^ b 

weldies gl^ch cXyp ist, so hat man nur ^ gleich c und S (a — b) gleich 

yp zu setzen, wodurdi a und 6 besiiunut sind, wenn c, p gegeben ^ind, und 
erhält dann x p = a* — 6*, wodurch das innere Produkt einer Punkt- 
grösse in eine Strecke auf die Differenz zweier inneren Punktquadrate zurück- 
geführt ist. Eben so ist 

a(a*— p*) = a(a+p) X (a— p), 

yio a^p und a — p Punkte sind. Hat man daher irgend ein Produkt zweier 
Punktgrossen ßb X yc, welches gleich ßyb X c ist, so hat man nur « gleich 
ßy^ b gleich a + p und c gleich a—p zu setzen, wodurch <x, a, p bestimmt 
Sind, wenn ß. y. b, r 2;egebcn sind, und erhält dann /96 X gleich cr(a^ — p^. 

Beide RetStiitalr in Worten auscrnh ückt; 

((.Das Produkt einer Punkig l ösae und einer K^i trecke i^t gleich der Differenz 
(a* — 6*) d«r Qaa^ate zweier Pm^JiU a und b, welche den Ort der PutM- 
grösse in der Mitte zimchen sich habM, und deren Abstand [a — 6} gleiek der 
mit dem halben Gewichte der Punktgrösse multiplicirten Streike jenes Produktes 
ist. Und Jas Produld zweier PunktgrÖssen ist gleich der mit einem Kocffir imten 
ft rmdfrph'cirfm Diffrrrnz — der Quadrate eines Puukfes a und einer 
iS7/\r/,-' ji, mdem der Kofffrimi a gleich dem Produkte der Gpirirhfr henler 
Punkiyrössen , der Puidct a die Mitte zwischen ihren Orten imd das Quadrat 
der Strecke p gleu^ dem Quadrate des Abstandes eines dieser Orte von der 
Mitte ist.» Statt a(a* — p*) können wir audi schreihen aa* — ay*; somit 
können wir eme beliebige Summe von inneren Produkten auf die Form 

«i<»i* + «««2* + + + iij + , 

oder mit der Summenbezciclmung aut die l^orm 

bringen, wo a ZahlgrÖssen, a Punkte und A innere Streckenprodukte bezeich- 
noii Also eme jede GleiCbung zwischen innei-en Produkten wird sidi auf 
die Form 

(*<) Si? + = 0 

bringen lassen. Soll nun diese Gleichung richtig sein, so muss nach Satz 4 4 
ftir jeden Punkt r 

.... ^ + = 0 
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sein, d. h. 

(43) . . . Saa^ + S-4 — X S«» + S« = 0. 
Diese Gleichung von der gegebenen (44 ) subtrahirt, erhält man 

(44) . . . , 2r X — S« = 

Also wieder nach Satz 4 4 för jeden Punkt r* 

Da n)nn r \ind r' beliebl'j: wählen kann kann man r von ?*' vorschieden 
annelmiüii, und r so vi'ählcu, dass die Slrecke r — r senkreclit wird gegen 

die Strecke jSa(a — r); dann wird in (45) das erste Glied (nach Satz 3) null; 
also eriiält man 

(r — r^)«S«=0; 

und da hierin r von r versuhiolen , also (r — ^r')'^ nicht nuli ist, so muss 

(46) .... S« = 0 

sein. SubaUtuirl man diesen Wei tit in die Gleichung (4 q}, welche lür alle Lagen 
der Punkte r und r gilt, so hat man 

noch immer für jede Lage der Punkte r und Nun kann man hier also audi 
r so wählen, dass es von r versdiieden , aber r — / nicht senkrecht auf 

Sa(a — r'} ist; darai muss (nach Satz 3) S«(« — **') ^'^^ a'so» 
r nach (40) null ist, so muss 

(47) .... Sffä = 0 

sein. Diese Gleichung schlicsst (nach Satz 17) diu Gleichung (46) mit ein. 
Wenn nun ausser dieser Gleichung (i7) noch für irgend einen Punkt r die Glei- 
diung (42) gilt, so folgt daraus, weil aus (42) die (43) hervorgeht, und diese 
vermöge i'47) und der von dieser mit eingeschlossenen (46) sidi in (41) ver- 
wandelt, (\io Riclitipkeit dieser letzteren. Also eine Glrichnnp; von der Form 

(44 ) ist dann und nur dann richtig, wenn dio (tloichung (47) und für irgend 
einen Punkt r die Gleichung ( 4 2) staittindet. Diese ganze Schlus^ireilie fas^^t 
einen ausscrordcnllichcn Rciclithuni von Beziehungen in sich, die ich nun, wie 
aych den Satz selbst in Begriffe kleiden will. 

Ich will die Grösse aa die Mütelgrösse des viclfiKshcn Punktquadrates atcr 
nennen und siijzcn , die BTfttdgi ij'^-.o ein-^s i'ineron Streckenprocuiktes sei null, 
ferner will icli die Grosse ain — r'f dio Abweichung cTea vioKaclion PimktqiuV- 
dratc^ f.a- von dem Pnsiklo r rennen und snpen. di ■ A!r>, f^icliung tiin<" 'luiei'on 
Streckenproduktes von einem bcUebigen Punkte sei diesem inneren Strcckcupro- 
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dukte selbst gleich. Setzen wir dies fest, so lässt sich das Resultat der vor- 
hergehenden Entwickelung in folgenden Satz fessen: 

nßine Gleichung, deren Glieder vie^ache Pta^etquadrate und imere Sire- 
ekenprodukte sind, ist dam md mir dann richtig, vpnn cUe beiden Gleichungen, 

weldu* hervorgehen, ivenn man elnestheiLs stall der Glieder ihre Mitti'hfrosKen 
und anderntheih- stall dersdbm Uwe Äbweichmigen von irgaiid einem Pmdcle 
(r) &etzt, richtig mid.y> 

Wir können diesen Satz in noch einfachei'er und allgemeinerer Form aus- 
sprechen, indem wir unter der Mittelgrösse und unter der Abweichung einer 
Summe von vielfachen Punktquadraten und inneren Streckenprodukten, wenn 
diese Summe sich nicht auf Ein solches vidfai fios Punktquadrat odtn auf Ein 
inneres 55treekenprodiTl<t ziiritokrühron !a>st . ilic Siinimo ans den Mitti'lgvösscn 
oder aus Jrn Ahwciduniiien der Stuck*' jener Summe ver&U!lien, die Abwci- 
diuogea nuiulieii immer auf deusell>aa Punkt bezogen. Fcruer wiU ieli jene 
vielfachen Punktquadrate sowohl als auch die inneren Streckenprodukte und 
beliebige Summen beider Arten von Grössen innere Grössen nennen. Dann 
folgt unmittelbar der allgemeine Satz: 

((Jede Gleichung, deren CrUeder. innere GrtUsen sind, ist dann und nur 
dann n''"hfijj. -tf-enn <fie beiden Gleii'hunffen, welche horrorgchen, wenn man cincK- 
Iheils fitait Ufr Glieder ihre Mttlelfirossm und amlenUheiU slali dci'selben ihre 
M)w&iohuiigan mii irgend einem Punkte r selzt, rkJitig sind.ii Oder: 

«.Gleiche innere Grössen haben gleiche Mittelgrössen und gleii^e Abwei- 
(hwngen von jedem beliebigen Punkte, und umgekehrt wenn sioei innere Grössen 
gleicke Mitlelgrö.fsen und gleiche Abweichungen von irgend einem Funkte haben, 
so sind sie einmi'Jer gleich ^ ).)) 

Wir ireluai mm von diesen al1i:en>i'!T>cii S.itzen zu den hesondoron r.'illcn 
übei', um überall luo^lichbt bestimiiUe -Viiseliauun^en zu gewiniit ii. lidrachleu 
wir die Summe bcliebij^ vieler innerei- Grössen, die immer in der Form 

Sad' + Sa 

dargestellt werden kann, so können hier 3 wesentlich verschiedene Fälle ein- 
treten, welche die 3 Arten von inneren Grössen liefern. Nämlich die Summe 
der Mittdgrössen oder, was dasselbe ist, die Mjttelgrösse der Summe I<ann null 
oder eine Strecke oder eine runktgrosse sein. Nacli diesen 3 Ijauptfallcn 
wollen wii" die Belrafülung der bcsonderpri Fiilfe sondern. Ersten'*, «ivenn die 
Summe der s&u den inneren GröHsen gehörigen Miltriyrö.s.sen , aho auch die su 
der Summe Jener inneren Grössen gehörige Millelgrikse selbst null ist, so ist 
diese Summe ein imeres Streckenprodukt, nämUch dasjenige, was der Summe 
der Abweichungen jener inneren Grössen von irgend einem Punkte gleidi t«/*).» 
Dies ergiebt sich nicht nur aus obigem Satze 48, sondern auch unmittelbar, 
indem dann 
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ist, weil ^aa und also auch null smd, also ist jeaer Ausdruck 




da 

(48) . . . S^- 2»-S^ + f^ä = S« 

ist. Zugleich liegt hierin iler direkte Nachweis, dass in diest^m Falle die Suuiaie 
der Abweichungen von einem veränderlichen Punkte konstant ist, also namentlich 

konstnnt isl> wenn r veränderlich und ^aa null ist. Die boidon anderen 
mm fuhren uns zu den Megj'ilTen der neuen Grössen. Namiit-h es sei zweiieii» 
die Sumuic der Mitteigrüs&eu eiue Strecke p, d. h. (nach Satz 15] die Summe 
ihrer Gewichte sei null. 

Ich gehe hier von dem einfachsten Falle aus, nämlich von der Betrach- 
tung der Summe a* + ( — 1)6*, oder, was dasselbe ist, der Differenz /r — 
also rior Hiderenz zweier Pmiktquadrate. Diese ist, wie wir sciion oben zeig- 
ten, eiiiem inneren Produkte von Punkt und Strecke gleich, nämlich 

. — = (a + 6) X (a — b), 

und setzen wir hier a ö =: 2c, so dass also c die Mitte ist zwischen a und 
b, und setzen wir die Strecke a — b = p, so folgt, dass 

(40) .... a^-i- [—i]b'^=,^cxp = cxip 

ist, wenn 

(•")0) a -|- 6 = 2c, und a — 6 — p 

ist. Diirrh die^e fMeichungen !«t die Mifto!iiiös«e und die Abweichung eines 
inneren Pioilnlar^ / >< 9p von l'uukl und Slreclve Ijeslimml, da sie der Mlttel- 
gi'Össe und Ahweicliung der ihm gleichgesetzten Summe + ( — 4)6" gleioli 
sein muss. Nun ist die JUittclgrösse dieser Summe gleich a + { — i]b = a—b 
= p, d. h. die Mittelgrösse eines inneren Produktes von Punkt und Strecke 
ist der Hälfte di^er Strecke gleich. Ferner die Abweichung der Summe 
rt'- + i - lWr von r ist r)* -|- (—1) (/> — /)-. Dies ist gleich 
er — Ir — 2 V/ h) X r, also gleich [a + i'y - ir) x [a — lA. ;ilso aus 
(ÖÜ) suijstiuiiii gicicli ,c — r) x 2p. M>o is-l auch der zuletzt gelundene 
Ausdruck die Abweichung des innei'en l^roduktes c X 2p von dem Punkte r, 
d. h., die Abweichung eines inneren Produktes c x q aus Punkt und Strecke 
von einem Punkte (r) ist einem inneren Streckenprodukte gleidi, dessen einer 
Faktor die Strecke jenes Produktes und dessen anderer Faktor die Abwei- 
chung (o — r) des Punktes (c) jenes Produktes von dem Punkte r ist Habe 

ich nun eine beliebige Summe innerer Grössen ^aa^ + von der Art, 
dass der Mittelwerth dieser Summe eine Strecke p ist, so ist die Frage, ob ich 
audi diese Summe einem inneren Produkte cx q eines Punktes c in eine 
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Strecke q gleichsetzen kann. Es wird diese Gleichheit dann und nur dann 
stattfinden (nach Satz 48), wenn die Mittelgrösse sowohl als die Abweichung 

von irgend einem Punkte r bei ^ac^ + ®^ ^ ^^^'^ cxq- 
Die Mittelgrösse von exq wird also dann gleicii p, also q=^p sein müssen, 
und die Frage ist nur noch, ob c so gewählt werden kann, dass die Abwei- 
rhnncr des Produktes X 2p von einem Pun]<te r gleich der Abweichung jener 
Summe \ <in (Irmselben Punkte r sei; es '^ei die letztere Abweichung Ar, wo 
also Af ein inneres SU'Cckenprodukt dart^lelU. Es fragt sich ali^o, ob c so ge- 
wählt weixlen kann, dass 

(54) .... i'c — r) X 2/) = Ä, 

sei. Man nelinio /uerst iii^end einen Punkt c von der lie.schatVenheit , dass 
(</ — *•} X i'itl'l iii^ll isl. d- h. c' voii r verschieden, und c' — r nicht 
senkrecht gegen ^ ist, so wird, da innere Streckenprodukte immer mit Zahlen- 
grössen proportional sbd (Erklärung 3 und 4), 

(c' — r) X 2p = mA^ 

gesetzt werden können, wo m irgend eine ZahlgiÖssc bedeutet, die niclil null 

ist. Nimmt man dann (e — r) = — (c" — r), d. h. , nimmt man eine Strecke, 

deren Anfengspunkt r ist und welche gleich dem m-ten Tbeile der Strecke 
(c' ^ r) ist, und nennt den Endpunkt derselben c, so ist (c — r) X 2p = 
4 , 1 

~(e — r) X %p = —niA, = ^4... d. Ii , der .<o ijiefundene Punkt c s;enüe;l 

derüleichung (o l). Also ist nun in der Th st r >< 2p jener Summe ».leidi. Ivhe 
wir dies Resultat m Form eines Satzes aussprechen, wollen wir die Bedeuduig 
eines inneren Produktes von Punkt und Strecke ins Auge fassen; diese Bedeu- 
tung hängt von der Beantwortung der Frage ab, wann zwei solche Produkte 
axp und b Xq gleichgesetzt werden können. Sollen sie gleich sein , so 
muss zuerst ihre Afittelgrosse gleidi sein , also muss zuerst p = q sein. Es 
frägl sich also, wann aXp = h x p sei nfTenbar riann und nur dann, 
wenn [a — h) x p= 0, d. h. miweiler 't = /; . (ulcr ti — h senkrocht gegen 
p ist, al&o zusaniniengelasst^ wenn a und 6 in Einer gegen p !>:(Miivrechten Ebene 
liegen. Da also zwei Produkte von Punkt und Strecke dann und nur dann 
gleich sind, wenn diese Strecke und die durch den Punkt gegen die Strecke 
senkrecht gelegte Ebene zusammenfällt, so bestimmt jene Strecke und diese 
Ein iie den Begriff Jones inneren Produktes. Wir nennen daher das innere 
Produki eiiie»; Ptinkfe? in eine Strecke eine KbenongrÖSSe oder eine Plutup'Össt', 
und zw u /.wv Unloi Scheidung von der bei der änssori-n Multiplikation sich 
ergebenden Plangrösse (Grassm. AusdeimungsL §. 1 i4j eine </</jt'/'c Plaugrösse, 
und die Fläche, in welcher der Punktfaktor jenes Produktes sich frei bewegen 
kann, ohne den Werth des Produktes zu ändern, die Pakt^rfläcke der Plan- 
grösse. Nach diesen Bestimmungen können wir nun die gewonnenen Resultate 
in folgendem Satze zusanimcnfassen: 

üDas hvyn-e Produkt eines Punhies in eine Strecke ist eine innere Plan- 
grösse, derm Mitieigrösse die Hälfte dieser Strecke, und deren Faktmrßäche die 
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durch den Punki gegen die Sfreeke 8enkre<^t gelegte Ebene ist. Die Abiveichung 
derselben von mem Punkte r ist gleich eäiem inneren Produkte, dessen einer 
Faktor der Hälße 9xrer Mittelgrosse (oder der Strecke jenes Produktes) gleick 
ist, und dessen anderer Paktor die Abweickung emes beliebigen Punktes der 
FaJiforflnrhfi von dem Punkte r iftf. Die Summe ynehrerer innerer Oro>:.<>en ist 
dann und nur <!(uin eine innere iHangr'össe , ivemi die MitielgrÖsse jener Surnim 
einer strecke von ;/pttendmi Werthe (d. h. die nicht null ' rikich ist ^ ).» 

Hierin liegt auch der besondere Satz, dass die Suimuc von Piangrosseu, 
wenn die Mittelgrösse der Summe nicht null ist, wieder eine Plaugrösse liefert^ 
während schon in Satz (10) nachgewiesen ist, dass diese Summe, wenn ihre 
Mittelgrosse null ist, einem inneren Streckenprodulcte ^eich sei. Um die innere 
Plangrösse mit der äusseren (Ausdehnungsl. §. 414) vergleichen zu können, 
sei oino holicbige Gleichung zwischen inneren Plangrössen und inneren Strc- 
ckcuprodukten 

(52) .... Saxp + Sgx» = 0 

gegeben, worin die Grössen a Punkte, die Grössen p, q, v Strecken vorstellen, 
und es seien die den Grössen p, v senkrecht proportionalen Flächenräume P, V 
(vei^leiche Erklärung 5). Dann werden die .uiss>Ten Produkte a , P äussere 
Plangrössen soln , die äusseren Produkte q . V aber luirperräume darstellen 
Nun Imsi sich leicht nachwdsen. dass, wenn die Gleichung (5äl) richtig ist, 
auch die Gleichuug (53) 

(63) .... SÖTp + S? . V = 0 
richtig sein müsse und umgekehrt aus (53) wieder (52) hervorgeht Denn die 

erslerc (52) ist nach Satz 4 8 dann und nur dann riditig, wcnu = 0 und 

(54) . . . S(o— »"l X p + Sq X V = 0 
ist, letztere fUr irgend einen Punkt p, und ebenso die letztere (53) nach 
Grassin. Ausdehnungslehre §.442 dann und nur dann, wenn ^P — 0 und 

(55) . . . S{a — r) . P + = 0 

ist, letztere l&r irgend einen Punkt r. Nun haben wir oben (Satz 5, b) nach- 
gewiesen, flass, wenn jene fileicbnngen (54) gelten, auch diese (55) gelten 
mtiss( II und iiin^okehrt, also wird auch (o^) richtig sein, weiui (Ö3) es ist, 

und uiiiiickehrl. Also: 

(s^lmere Produkte, wn deren beiden Fakloren jedesmal wenigstens eimr 
eine Sirecke, der andere eine beliebige Grösse erster Stufe ist, verhtdten sich 
wie die äusseren Produkte, welche kermrgdien, wenn man statt jener Sireekm 
die senkrecht proportionalen Mächenräume setzt, den andern Faktor in jedem 
Produkte unverändert Imst nnd das Zeichen der inneren A^Uiplikation in das 
der äusseren verwandelt, d. h., jede richtige Gleichung zudschen jenen inneren 
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Produkien bleibt richtig, ivem man statt ihrer diese ättsseren Produkte setzt 
und umg^ehrt^).yi 

Wegen dieser Uebereinslimmung in der Bcd« uding habe ich beide Grössen- 
ai'ten mit dem gleichen Namen dei" Plangrossen b^eichnel. Ich will nun noch 
die Addition zweier Plangrössen und (he einer Plangrösse Tind eines inneren 
Sti-et kenjirtMlnkt' s im Rinzehien durc!ii.i hcn. Roi der Addition zweier IMan- 
grösijjon Jiöinien wir i. Fülle untcrscht- iden , nauiiich dass sich ihre Ebcucu 
sdineiden oder nicht Im ersteren Falle sei a ein gemeinschaftlicher Punkt 
beider Ebenen, so ist a x p + a x g = a X (p + > d. h. «rfw Summe 
ziveier PlancfrÖssen, die sich sdtneiden , kt eine Plangrösse, deren Ebern mit den 
Ebenen der beiden zu summtrcnden Planffrössen eine gleiche Burchschm'ttsJiante 
hdl, und di>rt*i} Mfffefffrnsse die Summe ist aus denen der Summanden. VVerni 
die EIm'imu sich niclit schneiden, d. h. also parallel lanfi n, sd werden die 
Mittel- lotsen Vielfache derselben Strecke p sein. Sind datai u x vp luid 
b X p7> die beiden Summanden, so ist 

aX ap 0 X ßp = {aa + pbj x p = s X {& -\- t^ip, 

wenn ('« + ß)-*^ ~ f'^ + u'i^' f + ß Jiicht null ist, d. h. .s die Mitte zwi- 
schen ad und ßh ist. \\m «dlp Summe sweier pnrnfMer Plamp'össen ist, 
umm die Summe ihrer Mittelijrösmi nicJU nuU ist, eine Plangrösse, deren Mtttel- 
grösse die Summe ist aus denen der Summanden, und deren Ebene denen der 
Summanden paraUel ist und so liegt, dass, wenn man eine Gerade zieht, welche 
diese Ebene in s schneidet und die Ebenen der Summanden in a und b, s die 
Mite ist zwischen zioei Punkigrossen, die in a und b liegen und deren Gewichte 
si<^ wie die zvrjphorffjm ^h'ttelf^rnKscn dor Sfimmanden verhalten.)) 

Wenn dicSuiiinic der itritli'ii .Mittrlui'd.ssi'ii null ist, so folgt, da a Xp 

b X p =i {a — b) X p ist, udass dann die Sunwie ein inneres Slreckenpro- 
dfdet sei, dessen einer Faktor 'die Hälfte p von der M^telgrösse des einen Stan- 
manden, und dessen anderer Faktor eme b^ebige Strecke von einem Punkte in 
der Ebme des anderen Summanden nac4 einem Punkte in der Ebene des ersteren 
ist» Da endlich a X p -\- q X p = (a •\- q) X p ist, so folgt: »Die Summe 
einer inneren Plnvffvns^e und eines inneren Sfrp^'hmproduhies ist wieder eine 
innere Plangrösse, deren Miitehverth (//rieh ist dfnt drr ersferfn nnd deren Ebene 
dadurdi hervory^U, dass die Ebene jener ersteren Plangrösse um eine Strecke q 
vorrückt, weldie mit der Bälfte p der Mittelgrosse ein inneres Produkt U^ert, 
das dem gegebenen inneren Streckenprodula gleich isi.^ 

Nun schreite ich zu dem dritten Falle der Addition innerer Grossen, wo 
nämlich die Mittelgrösse der Summe eine Punkigrösse ist. Und dieser Fall ist 
e«, der zu gan?; neuen , keiner der früheren Grfesengattungen proportional zu 
setzenden Grössen tuhrt. Zuerst kann man jedesnial jede solche Sunnne, deren 
Mittclgi'össQ eine Punkigrüssc ca ist, die nicht null ist, i^leicli od- -f- A &eUen, 
wenn nnr A die Abweichung jener Summe von dem Punkte a ist ; denn die 
Abweichung der Grösse ra^ -f> A von dem Punkte a ist gleich A, also Mittel- 
grösse und Abweichung von dem Punkte a dann auf beiden Seiten gleidi, also 
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die Gleichuug ridUi|^ (iiucli Sulz lö;. Da hier aa, also auch a nicht uuU äciu 

A 

soll, 80 kann man statt ora* + Ä audi schreiben a{a- A*), wo = - . 

a 

Es treten hier für die nähere Betrachtung 3 wesentlich verschiedene Fälle 
hervor, je nachdem nämlich A* negativ, positiv oder null ist. Im crsteren Falle 
sei A' = — p^, so wird + A*) gleich 

" — p-] — V [a -f- p) Xia ■ i> \ . 

d. k gleich dem viellacbcn inneren l'roUukle zweier Funkle, deren Milte u und 
deren Entfernung von der Mitte quadiirt ^- gichl. Die Miltclgiösse aa eines 
solchen vielfachen Punktproduktes ist also die mit dem Koe£ficienten multipli- 
cirte Mitte beider Punkte (daher der Name Mittelgrosse}, und die Abweichung 
desselben von der Mitte ist das mit dem Koefficieolcn multiplicirtc Quailiai der 
Enifornung eines der beiden Punkte von ihrer Mitte. Hieraus folgt also soi^ileich, 
dass zwei vioIf;ir]io innere Punktprodukte gleich sind, wenn de?- Koeflicient, die 
Milte der J'uiikio und dns Quadrat der Entfernung dieser Punkte von der Mitte 
bei Leiden i^lcieii ^iild, oder andere» ausgedrückt, ciu solches Pi'odukt ix^äit 
seinen Werth, wenn der Koeflident konstant ist und die Punkte Endpunkte 
eines Durdimesscrs einer festen Kugelfläche bleiben. Da somit ein solches 
Produkt an die Kugßlfläche geknüpft ist, so nennen wir das vidfechc innere 
Produkt zweier Punkte eine Ifugdgrösf^c , und jene Kugelflaehe, in welcher die 
Punklfakloren sieh hewe^'Oii küunen, ohne don Wci'{!i de« Produktes zu andern, 
die Faldorßmhe. der Kugelgrösse. ir i:rla;n nun /.u dem andern Falle über, 
wo A' positiv gleich p' ist, also a{a" -f- ^4' j =: et (a" -j- p-] ist. Daun lässt sich 
nicht in reelle Punktlaktoren zerlegen, also hat dann jene Grösse 

+ p^) auch keine reelle Faktorfiäche. Dagegen lässt sich diese Grösse 
offenbar als Summe von Poiiklquadi'aten oder von vielfa« In n Punktquadraten 
mit positiven Koeffidenten darstellen, und am einfachsten in der Form 

In der That wird darm und nur dann 

«tV + p«) = /9(6*-f-c^) 

sein, wenn erstens die Mittelgrösse beider Seiten gleich, also 

b -h c a 
aa == ß{b + c), d. h. ^ = « und /? = g, 

also a die Milte zwisi-hen b und c ist, und zweitens die Abweichung beider 
Seiten von irgend einem Punkte, z. B. der Mitte a gleich gross ist. Die der 

linken Seite ist op', die der rechten /?((6 — a)* + (c — a f), oder da = ^ 

und (6 — a)^, da a die Mitte ist zwischeif 6 und e, gleich (c — r/ " ist , so 
ist die Abweichung der rediten Seite von a gleich a[h - - n)^, d. h. also 
wenn zweitens (h — ('/')- = jr ist. Ks ki^st sieh nlso jtMie (iicpso a\[a^-^])^) 
in der That als eine mit der Ilallle de? Koellkienlea « muiliplicirte Summe 
der Quadrate zweier Punkte und c darstellen, deren Mitte a, und deren 
quadiirte Entfernimg von der Mitte gleich p^ ist. . Daraus folgt, dass man, ohne 
den Werth des Ausdrucks zu ändern , statt der Punkte b und e zwei beliebige 

■ ' 7 
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andere 6' und c' nehmen kann, welche gleichfalls a zu ihrer Mitte hüben und 
von a eben so weit abstehen wie jene, oder anders ansgedriickt, welche End- 
punkle eines BnreInTiossers derjenigen Kugelflächn sind , rlie die T.inic von b 
nach c zu Uu'cin Durchmesser hat. Also auch die.se (irnsse a(d- -j- p-) oder 
a(a^ + 4'), wo A' positiv ist, bleil)t an eine Kugelflächc gekniipti. Wir nouuon 
daher auch diese Grosse eine Kugelgrösse, und wollen die Fläche, auf welcher 
sich die Punkte, als deren vielfache Quadratsumme jene Grösse sich darstellen 
lasst, ohne Werthänderung der Grösse bewegen können, die MUt^läche der 
Kugdgrösse lu'iiiii'n, 

Um diese Idee drr Miltelfläche ^'ds einer mittleren'^ naber ins Anpjo 711 
fassen, wollen wir eine i)eliebigc bunnne von n l'imklquailraten Ijotiaclitin, 

also etwa . . . oder kürzer gescluieben i^a-, so ist die Mittel- 

grosse dieser Summe oder ns, wenn 8 der Schwerpunkt zwischen den 
Punkten ,1^, . . ist; und die Abweichung von diesem Schweipunkte « ist 

a — s)^. Das arithmetische Dottel sänuntlicher Abweichungen von 5 ist 

^ i- , was =: 

n 

gesetzt w^en mag. Dann ist 

weil beide Seiten gleiche Mitte^rösse = ws) und gleiche Abweichung 

von s (^(a — s)- ~ njr^ luiben, Nun i->t aber p der liall)nie.>.MT der 
Ku^c'lilachei die wir die MiUdfladic genannt haben, und ihr Qiiadral ist das 
arithmetische Mittel zwischen den verschiedenen Abweichungen der Pnnktqua- 

drate a^,a^ , oder denkt man sich durch jeden der Punkte a^, a.^ . . . 

( in( Kiigelfläche gol^, welche die Mitte s zu ihrem Hittelpunkte hat, so ist die 
Mitteltläche eine Kugdfläehe iml demselben Mittelpunkt , deren Inhalt (d. h., da 
es eine Flüche ist, deren Flärheninhall) das arithmelisehe Mittel ist zwischen 
denen jener kiigelllachen, dalier der Name der Miltplllaehe. VVii- nennen somit 
die Grösse ßö' + A, wenn a niciU nuU ist, mag nun A n<^ativ oder positiv 
sein, ja auch wenn A null ist, eine Kugelgrö^se, ihre Miltelgrösse ist oa, ihr 
Mittelpunkt a, ihr Gewicht cir. ihre Abweidiung vom Mittelpunkte ist A: Wir 
nennen diese Abweichung 1 den Inhah oder Gehalt der.Kugelgrosse^). Das 
vielfache Punklcjuadrat erscheint somit als eine Ku-el-i össe, deren Inhalt null 
ist Ehe ich die gewonnenen Resultate in einem Satze zusammenfasse, will 

Ä 

ich noch daran erinnern, dass wir — = A' setzten, und wenn A' negativ war, 



4 ) Hierbei hat man nicht an den kabischen Inhalt der Kugel zu denken, sotutcm, da 

die (Jrfis^.^ r*ls eine quadraCischc orsrhoinl, an den FI irfuMiiuliall , also .in ilcii lnh,ilt der 
KugciiLiLlii:. In der Tliat ist der laiiait der Kugelgrosscn dciu mit dem KocOicicaleft 
mulliplirirlen FlücheniuhaU der Kugelflache proporlional, w«lin man nur noch die Kugel- 
fläche, wenn sie MittelOäche ist, positiv, ivenn Faktorflflcbe, negativ setst. 
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der Ualbmesser der Kaktorlhiclic quadriit — A' (also einen positiven WVrflO 
lioferl, hinzogen, wenii il' positiv war, der Halbmesser der HiUelflädio qiutdi iii 
Ä selbst lieferte. Somit erhalten wir den Satz : 

vlEs giebl drei Arten innerer Grössen: die inneren Streekenprodtdete, 
toekü^ den Zah^össen proportioncd sind, die inneren Plangrössen, toekhe den 
äusseren Plangrössen proporHmal sind, und die Kugdgrössen^ Bme Summe 
innerer Grössen U^erl ein inneres Strmkenprodukt , eine innere Pfaufirössr lulcr 
eme Kugdgronse, ja nachdoN die MiUelgrösse nvU, f*»ne Slrcckc oi Jvr eine /'nnh:/ 
grösst* ist. In rinv letzten Falle ist der Inhalt di r h'vjelgröftse der A/nvetchnny 
jeaei' Summe von dem Mitfelpurücte dieser Augelgrösse gleich. Wenn dieser fn- 
hcUt nuU ist, so verwandt sich die Kttgelgrösse in ein vielfaches oder einfadies 
Punktquadral ; toenn er nicht ntdl ist, so liiert die Summe entweder eine ICugel- 
grösse mit reeller Faktorfläehe oder mü reeller MiUelfläche, je nachdem der 
durch das Gewicfd dU idirte Inhalt der h'iufelgrÖsse positiven oder negativen 
Worth hat. Beide l'tächeu sind Kugelflachen, deren Miltelpunkf darr sVittel/xinl l 
der A'ugf'hp-osse is;t, das Quadrat von dem fJnlhmef^f^er der Mill''lßä<'hp ist d<'in 
durch das (rrii-icht dividirten Inhalte tjleirh, das Quadrat von dem Halbmesser 
der Fnktorfhic/te ist »las KntijeQcngesetzte dieses Quotienten ^].y> 

Ks koiiiml nun nur noch darauf an, durch nidglichsl hcslinniilc gcouie- 
Irische Anschauungen die Summe zweier Kugeigrössen oder einer Kugelgrosse 
mit einer andern inneren Grösse zu fixlren. Zuerst seien zwei innere Grossen 
mit reellen Faktorflächen (also Kugelarii'.scii dirser Art oder Plangrössen) zu 
addiren, deren Faktorflächen sich treffen (schneiden, berühren oder zusammen- 
fallen) : so Morden sich beide, wenn n oin ^ornoinsrbaftlfdier Punkt ist, in der 
Form '! X 0, aX c darstellen lassen, wo 6 und c iKlichiiro Grössen erster 
SUilbn sind (Strecken oder Puuktgrösscn, je nachdem die nun CirÖssen 
Plan- oder Kugel-Grössen sein sollen). Da ihre Summe a X (6 <{- c] ist, so 
folgt, dass diese Summe audi eine innere Grösse mit reeller Faktorfläche ist, 
deren Faktorfläche mit denen der Summanden dieselben Punkte gemeinschaft- 
lich hat, wie diese unter sich. Also: 

«L Zwei innere Grössen mit reellen sich treffenden Faktorflächen U^erit <ds 
Summe wieder eine innere Grösse mit redler Fedctorfläche , deren Faktor jläche 
mit denen der Svmivonden aUc Punkfe ffpmcinsrhafdii'h hnt. die diese vvfer ,<.7>^ 
gemi'iiisrhfiftlirh JiaOeu, und deren Mittdgrüssc die Summe aus den MUteigrösscn 
der SuautKrndrii ist'),» 

Hieraus lolgt eine höchst einfache Konstruktion der !• aklorllücho der 
Summe unter den angeführten Bedingungen. Nämlich man konstruire, wenn 
die Summe der Gewi^te nicht null ist, nach Satz 16 d^ Ort der Mittelgrösse, 
d. h. die Mitte zwischen den mit den zugehörigen Gewichten behafteten Mittel- 
punkten beider KiigdgrÖssen, und schlage um diesen Punkt als Mittelpunkt eine 
Kugclllache, welciie durch einen der gemeinschaftlichen Ptmktn beider Faktor- 
flächen geht, so ist diese die Faktorfläche der Summe, und wenn die äuoimo 



1) Satz 22. 
t] Saiz 2a, ». 
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der Gcwicblo null ist, so lege man eine Hhono durch die 2;<^tTKMnsrli:ifllichcii 
Punkte beider Faklorflädien , oder wenn sie >u h iM i uhren, eine in diesem IJe- 
rülu'uugspuukle gleichfalls die beiden l aktoi-tliieiuMi berührende Ebene, so ist 
diese Ebene die Faktprflädbe der Summe. Um auch im allgemeineren Falle 
die SummatioD der Kugeigrössen auf geometrische Anschauungen zurückzu- 
führen, will ich noch eine Benennung eioführen, durch welche ieh die geome- 
trisdien Beziehungen zwischen Kugeigrössen stets rein geometrisch ausdrücken 
kann. Niimlich ich werde die Kni^elijrftsso — fr. welche nh inneres Pro- 
dukt zwfiei" Punkte ia + p) X a — p) erschien, sdilrcliiliiii einer Kugel- 
ilache gleich setzen, deren Miltclpunkt a und deren llallJlUie^^er p ist. Dann 
ist klar, dass + p~, da es gleich «- — (|/ — Ipf- ist. als Kuaelfliiche mit 

rccilcni Mitlolpuiikte a und iuiaginUrettt Ualbmesser — \p ersciieinl; ieli will 
eine soldie eine ideelle Kugelfläche, und die Kugelfläcbe — die ihr ent- 
sprechende reelle Kugelflädie nennen. Noch will ich bemerken, dass der Ge- 
halt einer Kugelfläche — der oben angegebenen Bestimmung gemäss 
gleich dem negativen Quadrat ihres Halbmessers , also gleich — p^, der der 
ideellen Kugel fläche also positiv ist Hiernach können wir nun den obigen 
Satz 2 'i auch so ausdrilcken : 

i(Uie yidfachenstmme mveier Kui/elß^^^ die mh treten , ist eme viel- 
fadie KugdfläcJke oder eine Plangrosse, je nachdem die Kbefficientensumme gel- 
tenden Werih hat oder mdl i^, ihre Fläche hat mit den gegebenen Kugelflächen 
dieselben Punkte gemeinschaßich, wie diese unter sich, und ihre Mittelgrösse ist 
die entsprechende^) Vielfadiensumme der ^Ht^e^nkte beider Kugdflächm '^).» 

Namentlich ist dir« Mäche der DilTerenz zweier sich schneidender Ku^el- 
flächen die Ebene des Durchschnittes beider, und die Fl;iche dor DilFerenz 
zweier sich berührender Kugelflächen die Ehoiic, weiche beide iu ilueTn ge- 
mcinschahliglicn Berührungspunkte gleichfalls berührt. Ich betrachte nun zuerst 
die DifPerenzebene zweier Kugelflädhen auch im allgemeineren Falle. 

Es ist die Differenz zweier Kugelflächen A und B gleich einer Plaogrossc, 
deren MittelwerÜi die Differenz der beiden Mittelwerflie von Ä und Ä', und 
deren Abweichung von irgend einem beliebigen Punkte gleich der Differenz 
der Ahweichnngen joner Knaelflürhen von deni>elhen Punkte ist. Da nun die 
Abweicliunii der l'langrüsse von einem Punkte ihrer Kliene. alier auch von 
keinem andern null ist, so ist diese Ebene, d. Ii. die DitFerenzebene beider 
Kugelflächen der Ort eines Punktes c, in Bezug auf welchen die Differenz der 
Abweichungen beider Kugelfiachen null ist, d. h. von dem beide Kugelflächen 
gleich weit abweichen, d. h. eines Punktes, der, wenn 

^ = a«+J, 1I = 62 + J& 

ist, der Gleichung 

(56) .... (« — c)*-|-.4==:(A — o)* + 7? 



4 ) Dasfl unter der entsprechenden Vidfachensunime die mit dcnselbcu Koefflcienlcn 
ver.'^t ind. 11 ist, t .^darf wohl kaum einer Erwähnung. 

2) Satz 23, h. 
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Genüge leistet. Sind zuerst beide Kugelflacheu null, also ^4 gleich — J9^, B 
gloirli —■ (f, wo p und q Strecken, nämlich die Halbmesser der Kogelflächen 
sind, &o l'oigl: 

(57) .... {a — c)^ — p'^{b — c)^ — q^. 

Ijc^l nun c ausboihaib der Kugelflädio Ä, so ist [a — c)* >• p' , also 
iuicli (6. — c)- ^ g*. Dann ist klar (s. Fig.), dass dieJinke Seite das Quadrat 




der von c an A, die rechte das der von c an J? gezogenen Tangente aus- 
drückt, also sind beide Tangenten gleich lang. Schlägt man daher um c ab 
Mittelpunkt eme Kugeliläcfae, deren Halbmesser diesen Tangenten gleich ist, 
so wird (lio.sc •senkrecht geschnitten von den lioiicLojirn Kiigolflnrhon Ä und ö. 
Dor ausserhalb der beldon Kuficlflachen A und B liegende Theil der DifTo- 
roiizrhriin isl also tloi Ort liir die Mittelpunkte aller von jenen beiden Kngel- 
ilachen zugleich senkrecht geschnittenen Kugciilachen. Liegl c innorhnlb A, 
'so ist (« — cj" kleiner als p', also auch — c)^ kleiner als q'. Dann wird 
man die Gleidiung (57j auch schmben können: 

^ (a — c)« = ^ - (* - c)'- = 5^ 
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Dann ist 5 (s. Fig.) dio Hälfte derjenigen Sehne in jeder Kugclfläche, die 




- 

durch c halbirt wird, und die Gleichung sa^t aus, dass diese Hälften ftir beide 
Kugelflächen gleich lang sind. Lege idh also um c als Hittelpunkt eine Kugel" 
flädie, deren Halbmesser s ist, so wd diese durch jede der beiden Kugel- 
fliichcn A und ß gehälftet, und der innerhalb der beiden Kugelflächen gelegcme 
Thoil der DifferenTiobone fwenn es einen solchen giebt) ist also der Ort fiir 
die Mittelpunkte aller durch A und U zugleich gehällleten Kugel (lächm. Alsi»; 

HL Die Differenzebem zwd&r Kugelflächen hl der Ort für die MiUei^m JcU; 
aller Kugeljlächm, loäche vonj&ten beiden zugleich entweder senkrecht geschnit- 
ten oder gehälftet werden ^),T» d. h. sie ist das, was man die Ebene der glei> 
chen Potenzen beider Kugelflächen oder ihre ideelle Durchscbnittsebene genannt 
hat Die Konstruktion dieser Bifferenzebene kann man, wenn die Kugelflächen 
A und /I sich nicht schneiden . dadurch leicht auf den Fall /weier sich schnei- 
denden KugclIlMchen zurückfuhren, dass man KuuciniU'hcn zu Ili'iHV nimmt, 
weldic die beiden gegebenen zugleich sclmeiden. Die i^unkte der geraden Linie, 
in welcher die ^enen der beiden Durchschnitte einer soldien Kugelfläche 
mit A und B sidi untereinander schneiden, weichen von diesen beiden Kugel- 
flächen gleich weit ab ^) ; konstruirt man also durch zwei solche schneidende 



4 ) Satz U. 

t) Unter der Abweichung eines t'uiikloä vou Quiet KugeJMclie verstehen wir natiüich 
dasselbe, w«8 wir unter der AbweichUDg der letsteren von dem eratere« verstanden. 
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Kugelflächen zwei solche gerade 
Linien, so isl die durch beide 

ijelcgte Ebene dio gesuchte Dif- 
leren/rheno P'g ). Es seien 
zweitens Ix'Mt' Kupiolflfirlion A ^ 
und B ideell, und die iluien zu- / 
gehörigen reellen Kugelflächen [ 
A' und B* seien durch Kon- i 
struktion gegeben , so hat man. \ 
Avenn vi ä und // = 
nl«o .4 fr + f , Ii = f/i-f, 
p und q iyomii die llallnues- 
scr der ihiicw entsprechenden 
reellen Kugelflachen sind, aus 
(56) 




(58) 



(a — c)« + f={h — cf + t = fP- 




dann i'^t v der Halbmesser einer 
i4' und Ii' ziiiileich hälftenden 
Kugelflaetie , dcicn MiUelpunkt 
c isl (s. Fig.). <ijUao ist die Dif- 
ferenzebene zweier ideeUcr Ku- 
gelßächen der Ort der Mittel- 
punkte aller Kvge^läohen, welche 
die jenen ideelkn entsprechen- 
den reellm Kitffelflnrhm hnlffrn.y) 
Die Konstruktion dieser DilTo- 
renzebene eri'olgt leicht : nanihch 
man ziehe von a und 6 aus die 
gegen die gerade Linie ah senk- 
rechten Halbmesser p und g, 
ziehe eine gerade Linie , welche 
die VerbindnnfiSNtrerke beider 
End|Miiikt<' dersell)!"!! seiiki-cclit 
iialtiet, und duixh den Durch- 
schnitt c' dieser Geraden mit ab 
lege man die gegen ab senkrechte Ebene, so ist dies die gesuchte Dißerenzebene, 
weil nämlich die um e' als Mittelpunkt durch die Endpunkte der Halbmesser 
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gelegte KugcÜläche die Kugelflächen A* und B' halAet und die DUFei'enzebene 
senkrecht gegen 6h ist Endlich sei die eine Kugelfläcfae, etwa A, reell, die 
andere, B» ideell umt B' die ihr entsprechende reelle, so hat man, wenn 
A — i^ — f, B = b^ + also 4 = — B^f ist, aus (56) 

Daun ist v der HalbuiQSScr einer um c ab Mittelpunkt gdegten Kugelfläche, 
von der A senkrecht geschnitten, B' gehaltet wird. Also: 

«.Der Ort der Mftelpunkte aller Kugelflächen, von ivekhen eine gegebene 
JCu§e^läche A senkre' kl /jcsrhuittm, und zugleich eine andere B' gehälftet i'-o-iJ. 
ist eine Ebene, nämUch die Differenzebene zwischen der ersferen Ä und der der 
lef-f^'rcn ptif'^prprhenden ifhdhnt KiKjdßäche B. » Di'' Kfmsh-iiklion dioser 
Ebene kaim nun leicht auf riiii* tler f)eiden friihcion dadnrdi zuiückluincn, 
dass man die (it^itallc — ^ und -{-(f um gleich viel wachsen oder abnclmien 
lässt, und zwar um so viel, dass dadwch beide Kugelflächen entweder ideell 
oder reell werden; die Differenz, also auch die Diflerenzebene wird dadurch 
nicht geäiideii, und durch dies Wachsen oder Almchmen entstehen Kugel* 
flädien, die den gegebenen konoentrisch sind, und deren Halbmesserquadiate 
nm eben so vio! zu- oder nhnohmen . die n!so stets loirhl zu kon«trniren sind. 
Es l<nna mui nocli die unigekeln'ie Aulyahf entstehen, nänihel) >\immi \oii don 
beiden Kn^elilüchcn A und B die cin& x\ , der Mittelpunkt h dei andei ti und 
die Differenzebene beider (welche dann natürlich, wenn die Lösung möglich 
sein soll, eine gegen die Verbindungslinie der Uittelpunkte senkredite Lage 
haben muss] gegeben ist, die andere B odi i , wenn sio olne ideelle sein sollte, 
die ihr entsprechende reelle Kugetfläche B' durch Konstruktion zu iinden. 
Ist <h*e L;eL'ebone KngoTfliiehe 4 eine vooll«', ist, ^venn sie dip Differenzebene 
schneidet oder berührt, <lie .unlei'i' Ku;:;i'llliii'li(' H «hulurrh lu'^tiujmt, dass sie 
die Differenzebene in derselben Kreislinie schneidet od(;r in «lornselben Punkte 
berührt. Schneidet hingegen die reelle Kugelfläche A die ^< gebene Differenz- 
ebene nicht, so hat man nur um den Punkt d, -worin die Verbindungslinie a6 
beider Miiiclpunklc die DilTerenzcbcnc schneidet, eine die gegebene Kugel- 
fläche A senkrecht schneidende Kugelfläche /' zu legen. Dann ist, wenn b 
ausserhalb /' liegt, dif'j<'nip:p um h gelegte Kugelfläche B, \velchp 2leichf;ills / ' 
senkrecht sclujoidet« die gestichte, wenn aber b innerhalb der Kugeitlache /' 
hegt, SU ist ti eine ideeile Kugelfläche, und die ihr entsprechende reelle B' ii>t 
dann die von F senkrecht gehälftete Kugelfläche , weldie 6 zum Hittelpunkto 
hat. Ist aber A eine ideelle Kugelfläche, und die ihr entsprechende reelle A* 
ist durch Konstruktion gegeben, so hat man nur den auf a6 senkrechten Halb- 
messer p der Kugelfläche A* zu ziehen, und durch den Endpunkt dieses Halb- 
messfrs rine Kn2«»!fl;k>hF' T 7.\\ le2;f^n , wolche den Diuchsrhm'tt d der Verbin- 
dnngslinio «/> und der Ditlerenzebene zum Mittelpunkte hat, so ist wieder die 
gesuchte KugcUlächc B entweder die, welclie von i' benkj-ecüt gesdinillon 
wird, oder die gesuchte Kugelflädie B ist ideell und die enlsprediende reelle 
V die, welche von /' gehälftet wird- 

Nachdem ich nun die Eigenschaften der Differenzebene entwickelt habe, 
gehe ich zu der allgemeineren Aufgabe über, die Fläche Feiner Vielfachen- 
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summe aA + ßB zweier Kugelfliiclien A iintl J) zu konstruiren, octer wenn 
sie ideell sein sollte, clie ihr ont-^piocliondo reollc /"'. Ist a -f ß = 0, also 
ß= —ß, so wiivl jone Viellachensuiiinu' -leich a{A — ß) um] lief* rt nlso 
eine Plaiigrösse, deren Kbeue der DillVicuzebeno .4 — B idi-nii'-i h und 
also nach dem Früheren gefunden ist. \Mr nehmen also an, ß + /; »ei nicht 
null; dann ist die Summe eine Kugelgrösse, dei'en Gewicht {a + ß) ist, die 
also in der Form {a + ß]r dargestellt werden kann, wo /' die gesuchte 
Kugelfläche ist. Man hat also 

(59) .... aA^ßB^[a + ß)r. 

Soll diese Gleichung richtig sein, so muss (nach Satz 18) erstens die Mittel- 
grosse beider Seiten gleich sein, d. h der Mittelpunkt von F muss die Mitte 
zwischen den mit den Kocfücientcn a und ß behattelen Mittelpunkten von A 
und B sein, wodurch also der Mittelpunkt von /'gefunden ist. Zweitens muss 
nach dcm.st'llM'n .SatTff rlie AhwoiVluin-z lionfer Seiten von jedem beliebigen 
I*uuktc r gleich sein; e.s sei diese Aliwciclmii^ einer Kugelgrösse A von einem 
Punkte r der Kürze wegen mit A, ha/jAduuA , so muss 

(60) .... «A, + ßBr = (« + j^?)r^ 

sein; und umgekehrt wenn der Mittelpunkt von /' auf die angegebene Weise 
bestimmt ist, und die Abweichungen in (69) von irgend einem Ptmkte gleich 
sind, so isl die (ilrichim^' (50) richtig, alles dies nach Sat/ 1s \M nun r 
irgemi t;iu l'unkt der DKloreuzebcne zwisclien .4 und If. ^.o iiat niun nach dem 
Obigeu .^1^ = Bf,, wird ai^o dies in (GO) subslituiri, nachdem man c statt r 
gesetzt hat, so erhält man 

in + ß]Ac ™ (tt -t ß) f 'c, 

also, da a + ß ni^ht null ist, 

= r, 

d. h. «cth Punkt, weldier von zwei oder [da der Srhfnss mh auf beliebig viele 
Glieder misdehnen lässf ' mn mehreren ^'tiffcJß/irfi,'r, ijh>irh v.^cU ahvmcM, weicht 
atteh von der AugeJßäeiie jeder Vielfaciiensuminf '/t / sdbfii, ivenn die Koefficim^ 
(emuimm tmiii null ist, um eben so viel Qb,a und lür unsero Fall ei'gicbl sich, 
dass, wenn eine Kugelgi üsse die Summe zweier andern ist, die DUTerenzebenen 
zwischen je zwei der zu ihnen gehörenden Kugelflächen zusammenfallen, und 
auch umgekehrt, wenn dies der Fall ist und zugleich die Mittelgrösse der einen 
Kugelgrösse die Summe aus denen der andern beiden ist, so ist auch jene 
Kugelerosse die Summe dieser beiden. Hieraus ergiebt sich die Konplruktion 
der Suminrnllnche 7' sehr leicht. Nämlich mati koii>U'uirc dir DitVcretizclirMe 
A — B und die Milte zwischen «a und ßb a und 0 die Mitleipunkte 
von A und B sind) und lege um diese Mitte nach der oben ang^ebenen Kon-r 
struktionsweise eme Kugelflädie, welche mit A gleichfalls die Ebene A — B 
als Difl^erenzebene hat, so ist dies die gesuchte Kugelfläche der Summe. 

Hiermit glaube ich die wichtlgijten Gesetze über innere Produkte zweier 
Grossen oister Stufe abgethan zu haben. Freilich lifgt in dom FruhfTcMi noch 
unmittelbar ein Keim zu einer vollständigeren Auflassung des inneren Pi«- 
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tluktes, ein keim, dessen Enllailuiig tiuich den (^ang der Iriiiieieii EnUvickc- 
luiig gleichsam geboten wird und daher zur organischen Einheit des Ganzen 
nothwendig erscheint. Nämlich wir hatten schon in Eridärung (6) und (7) und 
den daraus folgenden Sätzen die inneren Produkte von zwei itusiMmuiigen 
höherer Stufen gewonnen, deren jede als äusseres Produkt von SUecken 
erschien; und andreis<M!s hMU'n wir in dem Üebertr{ignnc;sires<>t5^e J^Sal/ l '2l 
(utd in d"^r darauf gcbaiilcii l.tktarung (8) das VeiTalircii auti:! stellt, wie man 
!iub solchen (jleicliuugcii, iu deneii nur Strecken vnrkoinnien, dio ontsprechon- 
dcu Gleichungen ableiten kann, in denen statt der Strecken Punkte eintreten. 
So erhalten wir dann statt der Ausdehnungsgrössen, welche zn inneren Pro- 
dukten verknüpft waren, Produkte von Punkten, d. h. Elementargrössen höherer 
Stufen (s. Grassm. Ausdchniingsl. zweiter Abschnill). Und wir liahon in Satz 
(13) sehon nacliizevviesen, dass die sämmtlichcn Gesetze, welch*^ Hii' rlie inneren 
Produkte der Atisdelunnii:<;L.'rossen aUgemein gelten, auch lür (iicjf niiii ri Rle- 
nientarjj;rossen oder Lil^erbaupt IVir diejenigen Grossen gelten müssen, welche 
hervorgehen, wenn man statt der Strecken, als deren Produkte jene Ausdeh- 
nungsgrossen erschienen, beliebige Punktgrossen setzt. Es käme also nur noch 
darauf an, dio anschaulichen Begriffe dieser Verknüpfungen, deren Gesetze ver- 
möge des angeführten Satzes gegeben sind , darzulegen. Da jedoch die Art 
dieser Darle^^ung keine Si liw ierigkeit mehr dnibietet, indem sie »^anz nach der 
Analogie des fiir die iruioren l'rodnkte zweier Punkte nnsp^lTihi-lcii \>rfalirens 
tbrls('hreitet, so glaul)e ich, die8ell)e hier üliCi j^ehen zu durlcii. Dagegen wtn-de 
die AutTassuug des Quolicuteu, die wir bisher ganz übergangen hoben, und 
namentlich des Quotienten nicht paralleler Strecken zä neuen, von allen ku- 
heren gänzlich verschiedenen Verknüpfungen, namenüidi zu den Gesetzen des 
Potenzirens. Piadif irens imd Logarithrairens räumlicher Grössen fühi-en, in 
denen der Winkel als Potenzexjtonent oder als l.ogarithnaus erscheint. Doch 
da dies, wie nrjn schon ans den izänzKeh neuen Verknüpfnnirsw eisen, die 
liiei bei auf die Geumeh ie idjcrlragen werden, abneinnen kann, oiue ganz nüiio 
Entwickelungsreihc gegeben haben würde, deren Uinanhihrung bis zu einem 
Punkte, von dem aus sich die Einheit des Ganzen übersehen Hesse, eine Ent- 
wickelung von grösserem Umfange als die vorliegende herbeigefühi't haben 
würde, und da zugleich dit sc I^ntwickelungsreihe zwar an die Leibnizsche 
Charakteristik sieh gleichfalls anschhessen Ifisst, abci' doch nicht so eng mit ihr 
verkeifef isf. di*' hifr gp;_'r!!eno Analyse: so glanhie irh durch sie, wie 
wichtig und lür die Anw riKliin;^ (Vi iclit reich sic auch sein . dorh den Um- 
fang dieser Abhandlung nicht viM iut.'hren /n düi fen. Auch ghjube icli, dass die 
hier gegebene Entwickelung schon geniigen wii'd, um zu zeigen, wie richtig 
Leibuiz die eigenthümlichcn Vortheile einer rein geomi^schen Analyse im 
Voraus angeschaut habe. Leibniz bebt hier borvor , dass dio Auflösung 
.einer geometrischen Aufgabe durch Hülfe dieser Analyse zugleich die Losung, 
die Konstruktion und den Rtnveis, und zwar auf eine naliirliche Wei'^n und auf 
solchen Wegen, dir durch die Analyse se!li--i mit i\üfhw('ii(lii.'ki'it sich ergeben. . 
liefere Da mm in der hier dargelegten Analyse jede Uleichuag nur der in 
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diu I'onii der Aualybe gekleidete Ausdruck vimr gconielrischcii Bezieiiung ist, 
und diese Beziehung in der Gleichung, ohne durch willkührliche Grössen, wie 
etwa die Koordinaten der gewöhnlichen Analyse veiiiUllt zu sein, rein und klar 
sich ausspricht und daher aus ihr ohne Weiteres abgelesen werden kann ; und 
da ferner jede Umgestaltung einer solchen Gleicluing nur der Ausdruck einer 
ihr '/MV Seite gehencU'n Kon-^tnikfion i«it, so folgt, in dor That Hnrrh die 

aimrircheno AnaK-if dif nuaK tisrlir Auf'lösiinu einer ^(Mniiclrisclu'n Vufcabe 
gieichzeitig mit der Korislruklion und luil dem Ueweisc der.selben erfolgt. Da 
fomer nichts Willkührlidies, was mit der Natur der Aufigabc in keinem noth- 
wendigen Zusammenhange steht, wie die Koordinaten der analytisdien Geo- 
metrie, eingeführt zu werden braucht, so muss die Art der Lösung ^uch stet& 
dir der Natur der Aufgabe gemässe sein, und da sie die Form denAnalysc 
hat, auch eine nothwendig«^, bei der von keinem Umhei.siichen nacb Auflö- 
siinusmcfhoflcn fh'o Rodo sein kniin. Dnuiit niicli in dor lolztonMi ßejsiehung 
diese Analyse allen Anfurderungeii i^oiui^e-, niibste freilich die Tlieorie der 
GJeicJiungcu, d. h. die Art, wie UDbekaiinte Grössen aus iltucn elimiuirt werden 
können, vollständig entwickelt worden. Aber man sieht, wie diese Theorie 
nach den zu Grunde gelegten Principien wenigstens möglich ist. 

Ferner hebt er als einen wesentlichen Vorzug der geometrisdien Analyse 
hervor, dass man durch sk) die Mechanik fast wie die Geometne müsste behan- 
deln können, und überhaupt nur vermit(<'1st ihrer hrtlTcn diirfc. in die mathema- 
tische ßehandUmg dor l'hysik tiefer ein/.udringen, und /um Uei»|)iel die iimei'ü 
Konstitution der ^ialurkörpcr zu erforscbea Nun glaube ich iu der oben 
angeführten Anwendung auf die Mechanik gezeigt zu haben , wie sich in der 
That die Mechanik durch diese Analyse auf rein geometrische Weise behandeln 
lasse, woraus dann schon hervorgeht, dass diese lldiandlungsweise, auf die 
Physik liberhaujit fÜKM'getragen, die matlwnnalisehe Behandlung dor Physik auf 
eine ausgezeichnete Weise vereinfachen würfle, wovon ieh. wenn (»^ der il.uim 
goslaUe» hiitte, tiooh leicht Ji»'is|)iel<' aus der 0|i(ik , der Akustik, der Elektro- 
dynamik und andereu Zweigen der Physik liatie i^eben können. Auch glaube 
ich endlich, dass man nicht mehr weil davon entfernt ist, die innere Konstitution 
der Naturkörper, d. h. die Lage ihrer einfachen oder zusammengesetzten Atome 
gegen einander zu ergründen; jedenfalls ist klar, schon aus den Anwendungen, 
welclic diese Analyse auf die Krystallgestallen gestattet vergl, Grassm. Aus- 
dehnun.;■^Iohre i; 171 riass dabei die immh« AmUse unentbehrlich sein würfle, 
wenn man uk Iii iIiik h fjnfiihrung von Kooidinaleji und anderem die lieliand- 
luDg ßloi-euden .\i)j>aiale die Anscliauliclikeil vernichten und die Methode in 
unnütze Weitläuftigkeiten verwickeln wollte. Endlich findet sid» am Schlüsse 

mhUlou Ol 1h ( (»isiniciion el lo (kinnn^iration geometrique, le tont d'wn* maniere iuUureUe 
et par imr « f'""«' d''-'^ determinep)i. Und weiterbin sagt er: Mais 

rutilil'' pn'ndiwie amtitte dam Ich v.isr.jU -iicvs cI rol\,),iiu;mens, (/m sc pßUveiU faire puf 
ies opi0miiom de$ caraeleren, qui uc s^aurvienl a'ejLynmey par de» fiffurea . . . au Heu 
que ceUe methode meacroit seurement et »ans peine. 

\) Er aap : Ja erois, qi^on powroil manicf par ce mmjen lo imkanique presque comme 
la giomeiri'- und Enfln j« n'e»ppre pns, iju'on puissu allcv assez loin m physique, avant 
(nie ^atoir ti-oxcv un tel nhreye .... CtpeiuhDd il ij a quelqnf rspernixce d'jf arnvrr 
(nämlich dazu, die innere Ron«tiUition der zusammengesetzten Stoffe «ii erforschen), quanä 
eelte analyse verilabhmeHt giometriqnc sera HabUe. 

8* 
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der Leibnizschei) Darstellung noch eine merkwürdige Stelle, in welcher er die 
Anwendbarkeit dieser Analyse auch auf G^enstände, die nicht räumlicher 
Natur sind, mit deutlichen Worten ausspricht, aber -hinzuftigt, dass es nicht 
möglich sei, hiervon in wenigen Worten eben klaren Begriff zu geben 
Nun lassen sich in der That, wie dies in Grassmanns Ausdehnungslohre durch- 
weg geschehen ist, nlle Begriffe und Gesetze der neuen Analyse gart/ unah- 
han^is; von der räumlichen Anf^clinunng entwickeln, indem sie iciii an «loa 
alistrakten BegrilT eines allmaliL^ni stetigen) Ueherganges geknüptl werden 
können; und CS ist leicht zu sehen, wenn man einmal diese Idee des rein he- 
grifflidi gefassten stetigen Uebergauges in sich aufgenommen hat» dass auch die 
in dieser Abhandlung entwickelten Gesetze dieser von der räumlichen. An- 
schauung gelösten Auffassung fiihig sind. Dadurch ist dann auch dieser Ge- 
danke Leibnizens verwirklicht, so dass,. wie es mir scheint, ntm nichts mehr 
ührie h1ei!>t, was wcsentlicli dazn hoilragon l^önnlo . nni di'^ RiehligkeiJ allos 
dessen, \v;is or von der i;i: (>iiieU-i->elii'n AiuiKse behauptet, abgerechnet einzelne 
VIebertreibungen, die abei' mein- im Auh.druck liegen als in der Saclic, ins Lit-ht 
zu setzen, und um auch an diesem Gegenstände die bewundernswürdige Kraft 
eines Geistes zu erkennen, der von den ersten Anfängen einer unübersehbar 
grossen Entwicl^langsreihe aus, die ganze Wichtigkeit dieser Entwickelungs- 
reihe und die wesentlichen und eigenthüralichen YorUieile, welche sie darbieten 
müsse, zu überschauen vermochte. 



4) Js n'ay qu'une remarqm a ajoutet', c'esi que je voüi, qa ü e«t posstble, ti'ätenäre 
f« caracttristique jtuqu'aux ehoaes, qui ne sont paa avtjeUea A rimaginalion, maia cela 
est trop importani et oa irop hin, pour quo je line pulaae expliqtter la-dessua eti pext, 
de paroles. 
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Dils SlntliiiuuJer VOi'aiJste)ion!!i'Tt Abliniidlunir und J>f'<;otif!ors flc'^ let>^li'ni Theils 
derselben diii-fte, un^eachli l tle?. nidil zu vei kennenden blrebens ihres Verfas- 
sers nach Klarheit, dennocli mit einigen Schwierigkeiten verknüpft sein, welche 
daraus hervorgehen , dass der Verfasser seine neue geometrische Analysis auf 
eine Weise zu begründen sucht, welche' dem bisher bei mathematischen Be- 
trachtungen gewohnten Gange ziemlich fern liegt, und dass er nach Analogieen 
mit arithmetischen Operationen Olrjcete als Crossen hehandelt, die an sich 
keine Grossen sind . und von denen man sich zum Thcil keine Vorstellung bil- 
den kann. Da t'li'irhw 0I1I diese nono Ai);il\.-.is wegen der Einfachheit, inil \\r]~ 
chöi' sich jjcunielrische UnlerMieliunijeM durch sie fiiliren lassen, alle Auhnerk- 
samkeit zu verdienen scheint, so habe ich es im Folgenden vei'sucht, sie auf 
eine dem Geiste der Geometrie entsprechendere und damit, wie ich hoffe, leich- 
ter fassliche Weise zu begründen und zu zeigen, wie jene Scheingrössen als 
abgekürzte Ausdrücke wirklicher Grössen angesehen werden können. Uebri- 
^efis habo ich meinen Aiir«atz nir1>t in der Form eines Coinmentars , sondern 
als eine sclbststiindijii' \lih;indU]iij4 abgerassl, so 'l;iss er .lednii auch nocli vor 
Lesung des Vorhergeiienden versUiiidlich sehi wird. — Die von IJerni Grass- 
manu eingeführten Benennungen habe ich unverändert b^behalten, sowie ich 
auch bei rein mathematischen £ntwickelungen dieses Geometers von seinem 
Gange nicht wesentlich abgewichen bin. Was sonst noch vpn mir hinzugefügt 
worden, ist nicht von dem Belange, um hier besonders darauf aufmerksam 
zu machen. 

Unter Linien sollen im Folgenden stets nur gerade Linien verstanden 
werden. 

Von zw M 1 I icn Ali und CÜ^ welche entweder einander parallel , oder 
Theile einer uikj derselben (ieraden sind, sagt man, dass sie dnerld [ertff/cffrn- 
f/espfrffi) Rifhiutiiji'n haben, wenn, nachdcni dif> eine Linie, e^s sei CD. |»;irallel 
iriii vjrh Ms /imi /ns.nnmonl'ullt'n ihret> Aiilang.spunktes C mil dem Anfaui^s- 
|juiiklc A der andern lortbcvvegt worden, die Eudpuakle ß und D beider Li- 
nien auf einerlei Seite (auf entgegengesetzten Seiten) des jetzt gemeinsamen 
Anfangspunktes liegen. 



64 



Ütt£a PlWKTCaÜSSEN 



Durch das zwiscben die Ausdrücke zweier Linien gesetzte Gleichheits- 
zeichen, z ß. dui'ch 

AB = CD, 

soll Inn .s/r/.s aui;" 'zrii^l wcidrn. tloss dio Liriit'ii Al> iintl T/^ iiiclit mir von 
gk'iclH'r l.änj^e sind, wildern auch eimrki IlioJUmy luibcu. VAm\ so verstuhe 
man unter der Formel 

CD = aAB, 

in welcher a einen numerischen Coeflicienten bedeutet, dass die absoluten T i n-ou 

von 1/)* iiii l f^f) sich wio 1 und (/. verhalfon. nnd dass Cl> mit 1/> t incilei 
Uirlilunii oil* r die entgegengesetzte hat, jcnadidcm et positiv ^mV-v imgaliv i.st 
üieruadi ist imnmer BA=s — \ , AB, statt dessen der Kürze willen — Ali ge- 
schrieben wird. 



GEOMEiaiSCllK AüDUiON DER LIMi-^X. 

Sind zwei oder roehi^ere Linien AB^ CD, EF ihn'r Liinge nnd Richtung 
nach gegeben, und macht man, von einem beHobigen Punkte O ausgehend. 
OP — AB, PQ ^ Cn Q/{ =^ EF. so heissl <lie gerade IJnie f)R, deren An- 
fangs- lind Kn(l|iiüikl der Anluugis- und Endpunkt der durch die volirülirtö 
Operation cnlslandeüen gebrochenen Liuic OPQli&un\, diu gcwmlrisclie Surnttie 
der Linien AB, CD, EF, und die Operation selbst geometrMe Addition. — 
Auf gleiche Art wird 5 Kalis die Summe der mit Coelficienten versehenen Li- 
nien aAB. yCD, fEF gefunden, wenn man, von einem beliebigen Punkte S 
ausgehend, ST = aAB, TU = yCD, UV = fEF macht. — Fällt der End- 
punlvt der gebrochenen Linie OPQR odei* STVV mit ilnem Anfangspunkte zu- 
sammen, und entsli'lil daher ein geschlo^sein s Vieleck, xi i>i iho Summe ^ 0. 

Eä lüsst sich leicht zeigen, da^s die i.änge und die Kichtung der Linie, 
welche die Summe ausdrückt, sowohl vom Orte des Ausgangspunktes 0 oder 
S, als von der Ordnung, in welcher die zu addirenden Linien nach und nach 
an einander gesetzt werden, unabhängig sind, und mithin bloss von den Längen 
und Richtungen der letztern Linien abhängen. 

Zusote. Ist eine Linie OB die geometrische Summe mehrerer anderer 
Linien AB , CD, EF, und ^verden alh» diese Linien durch Pai allelebenen auf 
.'eine CtM-ade projicirl , so ist ilic Projerlion der erstei-n GR die algebraische 
Summe (J<m- Pi (»jrriiitin'ii (Irl' .iiidciii Linien J)ies erhellet sogleich daraus, 
dass, wenn luan, mii OH zu linden, wie vorhin, OP =AB, PQ = CD, QR=EF 
macht und OP, PQ, QR ebenfalls projicirt, von zwei einander gleichen und 
gleichgerichteten Linien, wie AB und OP, auch die Projectionen einander gleich 
und gleichgerichtet sind, und dass die Prqjection von OB der algebraischen 
Summe der Projectionen von OP, PQ, QB gleich ist. 
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§• 3- 

Doss SV die geometrische Summe von aAB, yCD^ fEF ist, werde aus- 
gedrückt durcli die Gleichung 

SV= aAB + yCD + fEF. 

Eben so bedeute die Gleichung 

aAB + yCD - lEF =r xKL - pMN, 

dass die zwei Linien, welche die Summen von aAB^ yCD, — tEF und von 
xKIi, — ^c/JlfA'' darstellen, von gleicher Länge und einerlei Richtung sind. 

Aus der Natur der geometrischen Zusammensetzung geht hervor, dass 
man Gleichunf^f n dieser Art ganz wie algebraische behandeln kann, d iT in sie 
nur liinsiclitlich der in ihnen vorkommenden Linien von linearer Form bleiben; 
dass man daher Glieder von dor oinon Seile (ileii hlipit'izeichens auf die 
andere mit entgegengesetzten Voizcichca setzen, alle Glieder mit derselben Zahl 
mullipliciren oder dividireii, und zwei oder mehrere solcher Gleichungen zu 
einander addiren, oder die eine von der andern suhirphiren, d. i. mit verän- 
derten Vorzeidien zu der andern addiren, kann. 

Wenn von den zu addnenden Ijnien der AnfangspunJvt der zweiten und 
jeder folgcuden mit dem Endpunlito der jedesmal vorhergehenden zuädmmen- 
fälU, und sie daher schon an sidi eine gebrochene Linie bilden, wie z. B. die 
Linien AB, BC, CD, so wird die nach §. 2 zu vollziehende Operation ub'ei'flüssig. 
Man hat dann geradezu 

AB-\- BC= AC, + i?C + CD= AD, also auch 

AB + BC-^- CA==0, AC=AB - CB = BC - BA, 

u. s. w. — Gieiolunigt^ti , welche gelten, wie auch die Punkte ^1, B, C, /J im 
Räume liegen mögen. — Vergl. meine «Elemente der Mechanik des Himmels,» 
§§. 4 und 2, und einen Aufsatz von mir in Cr eile 's Journal für Mathematik, 
Band 28, Seite 4. 

INNERE MüLTIPLlCATiON DEK LINIEN. 

Unter dem Producte zweier Lini ;i mkI hier, wie gewöhnlich, die Zahl 
von Fl;i<'heneinheiten verstanden, welclie sich ergiebt, wenn man, nach Fost- 
<<etzuni; o'mpv eewis^rn Firiif als Liingeneitiheit und des iii)i'r dieser Linie zu 
cnn •.Uiiin iiden (Juadial* als Flächeneinheit, die zwei Zahlen m einander uiul- 
tiplicirt, nach welchen die zwei ersteien J.inien von der Längeneinheit ge- 
messen werden. 

Das Product zweier Linien AB und CD, multiplicirt mit dem Cosinus des 

9 
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Winkels, den die Richtungen der beiden Linien mit einander machen, heisst das 
innere Prodttct der beiden Linien ^) und wird ausgedrückt durch 

AB X CD; 

oder, was dasselbe sagt: das innere Product zweier Linien AB und CD ist = 
dem Producte aus der einen Linie in die auf sie i*echtwink1ig projiciile andere 
Linie, also = dem Producto der Linien AB und CD\ wenn C' und D' die 
rechl\vin!Ji<;cu ProjoctionGn der Punkte C und D auf die I inie Afi odor deren 
Verliingeruna >^ind: und diese«; PitkIucI ist positiv oder negativ zu nehuiea, je 
nachdetu AJJ und C D' einerlei oder en^egengcsetxte Hichtungcu haben. 

« 

Da das innere Prcnluct zweier Linien bloss von den Ijängen der letztern 

und dem Wiidiel ilner Kiclilunü^en abhängt, so bleibt es unge.'indert, wenn sUxU 
einer der beiden Linien, oder sfaU beider, andere gesetzt werden, welche mit 
ihnen von gleieher Lange niul einerlei Richtung sind. Ist daher Aß = 1f!F 
und ( />= GBy so ist auch AH x CD EFx GH. Aus gleichem Gruudc 
erhellet, dass 

a{AB X CD] = ((Ali x CD = AB X aCD ist 

§• '7. 

Aus demBegriftc des iimcrn Products folgt femer, dass, wenn wh- uns von 
zwei Linien die Lnnijjon ron*^tnnt, ihre gegenseitige Neigung nlKM' vernndeHich 
denken, ihi inneres Pniducf null wird, wenn die eine Linie mit der an«iern 
einen rechten Winkel macht; ilass es dagegen seinen grössten positiven (n^a- 
tiven) Weilh erhält, wenn die Linien einerlei (entgegengesetzte) Richtungen 
haben, und dass dieser Werth, abgesehen vom Zeichen, dem Pröducte der Li- 
nien selbst gleich ist. — Das innere Product zweier Linien von gleieher Länge 
und einerlei Richtung ist das Quadrat der einen oder der andern Linie, wel- 
ches man wie gcw Bhnhch durch den an den Linienausdnick rechts oben ange- 
setzton Exponenten i bezeichne. 

Bedeuten a, b, f drei Linien von beliebiger Länge und Richtung , und sei 
// + 6 — 0. Nach §. 2 Zus. ist alsdann die l^jection von c auf eine beliebige 

Gerade der algebraischen Summe d(»f Proft^ctionen von a und nid" dieselbe 
Gerade gleich. Man hat daher, wenn man b und c aut / rcditwinUig pro- 
jicirt, die algebraische Gleichung 

I Das l'rodiicl einer Linie a in eine andore ft, nnilliplicirt mit dem Sii)it> ilt s W iti- 
kt'ts a'b, wird üdiSiiusäere Prodnci von a in b genannt (QrasJMnonn's Ansdchnungsldir« 
§. 38}. Wed 9in 5*n =a siu «^6, 80 sind die äussern Producte von a in i und von 
b in a einander gleich, aber cnfKOgengoüotz» w;ihrcnd , weil co« 6*«= cos a'6, der 
Werth eines innern Products ijei Vertausclnuij: si-incr Facloien anch dem Zeichen nach 
tingeUndert bleibt. 
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c cos /"c = a OOS /" + 6 cos f b^ also auch 

/c cos fc = /a cos / « -f- OOS /"'d. 

Statt /b cos /^c kann man aber schreiben f x e, = f x {a -^^ b)\ statt 
/a cos f^a, fx a, u. 8. yf,; mithin ist 

/'x{o + 6) = /'xa + /x6, 

in welcher Gleichung das Pluszeichen zur Linken die in §. 3 angegebene geo- 
metrische Bedeutung, das Pluszeichen zur Rechten aber, so wie auch das 
Gleichheitszeichen, die gewöhnliche arithmetisdie hat. — Uebei liaupt ist , w ic 
man« hier noch bemerken mag, die Bedeutung des Gleichheitszeichens bei Glei- 

clninpjen zwi'icfi<'n innoi'p Produden von dor gcwcihnliclion niclit vw^diiodcn ; 
denn es zrit^i ilic dlciclilieil di i' zu bciilcn Seiten stehenden /;dilen von 
cheuciulieilen un, wührend es bei Giciciiun^en, <iei-en Glieder bloss Linien sind, 
sich noch auf die Richtung bezieht. So ist z. B., wenn die zwei Linien a und b 
gleicli lang sind, nur dann a = 6, wenn sie auch eineriei Richtungen haben; 
dagegen immer = 6^, welches auch ihre Richtungen sein mögen. 

Kommt zu den obigen drei Linien a, b, f eine vierte g hinzu, so hat man 
gleicherweise : 

{f + 9) X (« + 6) = {/^ + g)a + {f + g)b 
=: fxa + gx a fxb g X b, 

und eben so lassen sich Productc aus Summen noch mehrerer Linien ganz 
nach den Regeln der Arithmetik in Partialproducte zerlegen; oder, was das- 
selbe ausdrückt: die Rechnung mit beliebig gerichteten Linien wird nicht allein 
bei ihrer geometrischen Addition , sondern auch bei ihrer innem Multiplication 
vollloinninn so geführt, tUs ob aUe Linien tn einer tmd derselben Geraden ent- 
haUen uxiren. 

Um ein ganz einfaches Beispiel hinzuzufügen, so hat man, wenn a-i- 0 ~ c 
gesetzt wird: + 2a x 6 -}• 6* = e\ Stehen dabei a und 6 rechtwinklig 
auf einander, so wird a x b =si 0 , und damit + b^ — e^, wodurch, wie 
man sogleich wahrnimmt, der pythagoräischc Ldiirsatz bewiesen ist. 

VON PÜNKTGRÖSSEN UND GRÖSSEN ERSTER STUFE 

liJiEUIlAUPT. 

§• 9- 

Wenn in einer Glcielunig zwiselien Linien zwei oder mehrere dersrlbrni 
ciiHMi üeinein^Hiadllichen Anfangspunkt haben, und wenn die (deieliung die 
KigenU)iiiiiiii likeil besil/t , dass «^ie tiiiitig bleibt, wo auch dt.T genieinsauie iiii» 
i'aog$punkl aiigcnoinmen werden nuig, walu-cnd die Endpunkte dieser Linien 
und die Anfangs - und Endpunkte der übrig^en Linien bestimmte Punkte sind, 
so werden ei'stere Linien Punktgrossen, und ihre bestimmten Endpunkte die 

9' 
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Oerler der Punktgrössen genannt. — Der gemeinsame , aber uabesUmmt blei- 
bende Anfangspunkt der Punktgrössen soll hier immer mit X bezeichnet werden. 

Linien von bestimmten- Lange und Richtung helssen Strecken. 

So ist z. B , wo aui'h ,\' Itppirn mag: XB — \A — AB . \\. Ii die JJifle- 
renz zweiet' Puiiklgröäsei], dyren Oeiter B und A sind, einer der Linie AB 
gleichen und gleichgerichteten Strecke gleich. 

Ist ferner G der Mittelpunkt von AB, so hat man für jeden Ort von X\ 

XC — XA AC r= CB=: XB — XC, und daher 

XA + AT? = 2X0. 

d. b. die Summe zwcici- l'nnk(jirr)s«;on ist dem DoppcHcn einer PuuktgrÖSSO 
gleich, deren Orl <k'r Mitir!|iiiiilvt zwisrlion den nortcrn der erstem ist. 

Bei der Kreinum^ mit Punkl^rös.>eii kaiui mau der Kürze willen den 
den gemeinschaftlichen Anfangspunkt dieser Linien bezeichnenden Buchstaben X 
überall weglassen und daher statt der vorigen zwei Gleichungen auch schreiben : 

B ^ A = A/J, A + n = IC. 

Doch vvenlc if*h im Folgenden, wo bloss <1ie Theorie der l'unkJarüssen 
aufgestellt, und keim; Anwendungen dieser I licni ie i^egeben werden sollen, von 
dieser abgekuizlcn Sclueibart keinen dehraui^h maeiieii. 



lü. 

In den Gleichungen, mit denen wir uns gegenwärtig beschäftigen, ist ent- 
weder jftlf's r.lif'rl eine Crfme crsfcr Stutf . d i. eine Linie, odor jedes Glied 
eine Grösse ziveiter Stufe, d. i. ein inneres Product zweier Liiuen. lli<M"n;ich, 
und weU jede Linie entweder eiiu; Strecke oder eine PunLtgroäsc ist, wird die 
allgemeine Form einer Gleichung der erstem Art sein : 

(4 ) Ar + aXA + aXA' + = 0. 

Hierin bezeichnet nämlich k die Summe allei* der Glieder, welche Sti'ecken 

sind, Hno Siimimv dio nach dem. was i'iber flic Addilion von Linien gesagt 
woideii, eLtMilall- ciin' Strecke, oder auch null ist. Uic l'ulgenden Glieder sind 
Punktgrö&äcn , mit dm numerischen Goelißcieüten oder (iCwicJilen a, a t . . . . 
begleitet, statt deren Summe mit Anwendung des Summationszeichens kurz 
SaXA geschrieben werde. 

Suchen wir nun zuerst die zum Bestehen einer solchen Gleichung noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen zu ermitteln. — Man hat, wo auch 
der Punkt O liegen mag : 

XA^ OA — OX, XÄ = OA' — OX, u. s. w., 

und es kann daher statt ( I } auch geschrieben werden : 

(2) k + :^ft{ÖA — OA') = 0, d. i. A + -^'«0^4 — Sa - OX = 0. 

Bedeute nun 0 einen willkuhrlich bestimmten Punkt. Weil die mit {\) 
identische Gleichung (2) Tür jeden Ort von X, also auch, wenn X mit O 
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zusammenfallt, bestehen muss, so hat man als erste nothwcndige Bedingung 
die Gleichung: 

k + ^«0^1 = 0. 

Hieraus, in Verbindung mit (2), folgt, wenn X iiiil 0 aiolH zusammentullt: 

:Sa . 0X= 0, mithin = 0. 

Die nothwendigen und, wie man sieht, zugleich hinreichenden Bedingun- 
gen für das Bestehen der Gleichung ( 4 ) sind daher: erstens dass sie besteht, 

wenn statt X ein bestimmter Punlct 0 gesetzt wird, und zweitens dass die Ge- 
wiclitssiimme dor Puiikt{i;rössf'n null ist. 

Zutn (Jetuliclicrn VcM'statiduiiH!» des bei dicsoi' Liilcrsucliutii^ betulglen Weges 
dciike man sich (§, 8] allp Strecken, deren Summe k ist, und die Punkte 
X, A, .... insgesammt in einer Geraden liegend, und den eingerührten 
Htilfspunkt O als Anfangspunkt der Geraden. Alsdann sind OX, OA, OX, .... 

die Abscissen der Punkte X, A, A\ w eiche Abscissen man = x, a, et, 

setze. Dadurch verwandelt sich (2 ) in die algebraische Gleichung 

ft + 2:oi{a — aj) = 0, d. i. in M — fix = 0, 

wo M ^ /»; -|- fl und II — j.V , und diese Gleichung wird für jeden Weilli 
von X, mithin (2) oder (1) lür jeden Ort von X richtig sein, wenn — 
übereinstimmend mit dem Vorigen — jede der beiden Grössen M und /( 
för sich null ist. 

§. H. 

Wie vorhin bcmeikl worden, ist eine Summe von Sireciven immer aut 
eine einzige Strecke reducirbar. Untersuchen wir jetzt die einfachste Form, 
auf welche eine Summe von Punktgrösseo ^aXA reducirt werden kann. — 
Es wird diese Summe, wenn wir, wie vorhin, den willkührlich zu bestimmen- 
den Punkt O einführen, 

= 2:aiOA — 0X) = :EaOA — iiOX, 

wo u -= 2La. Ist dalier erstens die Gewiclussumme ft = 0 , so wird 

2:aXA=z SaOA 

= einer von X (und eben so audi von 0] unabhängigen Summe von Linien 
= einer Strecke, welche auch = 0 sein kann. 

Ist zweitens die Gewichtssumme nicht = 0, so setze man an O 
eine Linie 

1 

tr 

Hiermit wii^ ^'aOA = uOM, und foli^lith 

^V/Xl = ftOM - liOX ^ ^uXM 
— einer Punktgrösse, deren Gewicht fj. die Gewichtssumme der zu addirenden 
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Punktgrösscn, und dei'en Ort M, ebenso wie von X, auch von O selbst unab- 
hängig ist; es ist der Sdnverpunkt der in den Punkten Ä angebrach- 
ten Gewichte f/, a\ . 

Kine Summe von l'iniktarössen isl demnach cnUvcdcr = Ü, oWer = einer 
Slrecko, oder einer PunkigrÖsse ; und zwar Irill der erste, otlet der zweite 
Fall ein., vvenii die Gcwichläsuuime der Punklgrüsscii = 0, der dritte, w<Hin 
sie nicht = 0 ist. 

Wir können daher noch umgekehrt schliessen, dass, jenachdcm eine 
Summe von Punktgrossen auf eine Strecke, welche auch null sein kann, oder 
auf eine Punktgrösse i-eduoirbar ist, die Gewiditssumme der erstem entweder 
null, oder nicht null ist 

12. 

Die Summe einer Strecke KL und einer Punktgrösse uX^f lässt sich 
immer auf eine Punktgrösse reduciren, dei'en Gewicht dem Gewichte u der 

\ 

erstem Punktgrösse gleich ist. Dann setzt man an M eine Linie MN= ~KL, 

so wird 

Kl + fiXAl = fiXM ftMN = fiXN^ 

Durch Verbindung dieses Satzes mit den im vorigen §. erhaltenen Kesultalen 

ziehen wir noHi doii SHiltiss^ tl i^"^ ('Im^dso, wie owf Snnurie von PiitiKlgrössen 
allein, so aueli eine Suiiiin<> mhi SUockcu und lMmktL^i'»)s.-.i'iL also eine Sunjme 
von Grössen erster Slule uljerliaupt, jenachdem die (iewiclilssumme derPunkt- 
j^russeu null, oder nicht null ist, auf eine Strecke, oder auf eine Punktgrösse mit 
einem jener Gewichtssumme gleichen Gewichte reducirbar ist. Auch folgt das- 
selbe schon daraus, dass eme Sti'ecke sich als eine Summe zweier Punktgrös- 
scn, deren Gewichtssiinitne null ist, ausdrücken lässt, wie aKL^aXL — aXK, 
und dass man daher eine Summe von Strec^ken und PunktgrÖssen als eine 
Summe von Pnnk<t;rr)ssen allein dcirstelh n knnn, deren Gewichfssumme von der 
der Puukl^rusäen iu der exslern Suiiiuie uichl verscbiedeu it^t. 

VOiN GUÜÖSÜN ZWKlTJili biüFJi. 

Eine Grösse zweiter Stufe, tl. i. ein inneres Produel zweier Linien lOj, 
ist Gnlwoder ein inneres Prodncf zweier Strecken, also eine hesduHiite Zabi 
von Fiachciieinlieilen. oder » in inncirs |*[Oi!\iii aus einer Strecke in eine Punkt- 
grösse, wie AB X XiJ, oder ein inneres l^roducl zweier Puuklgrosüci», wie 
XAXXB. 

Es ist aber (§ 8) 

ABxXC^-^iXC-^ ABf - \{XC^ AB)\ 
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und wenn mnn nn 0 zwei T.inioii CE = Aß und CD — ~ Ali — BA setzl, 
so dasB C der MiUcl(>unkt eiaav m'A AB gleiohgei'icbtclcn und dappoU so lan- 
gen Linie DE wii'd : 

ABxXC=j {XC+ CE)^ - jiXC-^- CD]^ = f ^ f X/)^. 
Ferner ist: 

wenn JH den Mittelpunkl von j4;ff bezeichnet (§.9). 

Man ersieht hieraus, me eine Summe von Grössen zweiter Stufe stets als 
eine finnimo von innem Streckenproducten und von Quadraten von Pnnkt- 
g^-ös&ün dai'steiibar ist. 

Hiernach, — und well einer Summe von innem Streckenproducten, als 
einer Summe von Zahlen \ou Flächenein hoiton , oin einziges inneres Strecken- 
piotluct substitnit't werden kann, — wird eine Gleichung, in welcher jedes 
Glied eine Grösse zweiter Stute ist, stets unter die Form 

(1) J + ^aXA^ = 0 

gebracht werden könnm, wo J ein inneres Streckenproduct bedeutet Um die 
Bedingungen (ur die Richtigkeit einer solchen Gleichung zu finden, wollen wir, 
wie in §. 40 bei Gleichungen erster Stufe, den willkührlich zu bestimnii tideii 
Punkt 0 einführen und OA — OX statt XA schreiben; hierdurch wiitl die 
Gleichung: 

J + SaOA^ — ^{SaOA) X OX + Sa . OX^ — 0. 

Soll diese (ür jeden Ort von X Gültigkeit haben, so muss sie erstens noch 
bestehen, wenn X mit O zusammenlallt; es muss folglich sein 

J + -Sa 0*1" = 0, und näclistdeni 

(2) ^SaOA) X OX — Sa , OX- = 0. 

Aus letzterer Gleichung Iv^hinon wir nber hier nicht, wie in der Algebra, 
schliessen, dass von den zwei Factoren des zur Linken Stehenden 

9i{SaOA) — Xa . OX und OX 

wenigstens einer null sein müsse, indem das innere Product aus ihnen auch 
dann null ist, wenn die zwei Linien, welche sie ausdrücken, einen rechten 
Winkel mit einander ma|chen (§. 7). Um dieser Zweideutigkeit auszuweichen, 

wollen wir den Ort von X dergestalt wälilen, dass die Linie OX auf der 
Strecke ^aOA, falls diese nicht nidl sein sollte, porpcndikular steht. Hierdurch 
wird in ?; rlns erste Glied zur Linken = 0, und es rnns«, damit diese Cfd- 
chung auch lür einen also gewüldlcn Ort von A' riclui^ lilcilic, . OA'=U, 
folglicli jedenfalls Sa = ü sein. Sio selbst reducirt sieh ilatnit aul 
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2(XttOi4) X OX = 0, 

eine Gleichung, weldie für jeden Ort von X nur dann und dann immer be- 
steht, wenn ^aOA = 0 ist. 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Richtigkeit von 
(4 ) sind demnach: 

(a) J + 2:aOÄ' = 0, [b, ^ 0, fc) :SaOA — 0. 

Statt (b) und (c) kann mau aber die einzige Gleichung 

2:aXA = 0 

setzen, als (Ur deren Richtigkeit (b) und (c) die nothwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen sind (§.40). 

Die Bedingungen fiir die Richtigkeit der Gleichung ( 4 ) sind daher crsfens 
die (ileicbung fa) 0(hn- die Bedingung, duss (I) noch besteht, wenn Air Ä' ein 
besliinniler Punkt uesotzt winl; ujid zivcttem, tiass dir' Summe ^aXA, welche 
die MUeltfriiaae von J -f ^aXÄ~ genannt wird, null ist. 

Ehe WM- weiter gehen, wird es gut sein, den neuen BegrilT der Mittelgrösse 

etwas niiher ins Auge 2u fassen. Nach der eben aufgestellten Definition der 
Mittolii;rö<!sp v(»n / + ^LcfXA' ist dio Miftolgrösse von J, d, i. von einem innern 
Slrcckenproduclc, null. Weil ferner (§. i 3) 

Aß X XC = j{XC + ABy ~ [{XC— ABy\ und 

XAXXB=:=: XI^ — jAB^, wo M der Mittelpunkt von AB : 
so ist von AB X XC die Mittelgrösso 

= |f:^C + i4Ä) — jtXC — AB) —-^AB, 

und von XA X XB die Mittelgrösse = XM. 

Hiemach lagst sich von einer Summe von Grössen zweiter Slufo, ohne 
dieselbe vorher ni die Form , / -f- Jir .VI- Mmi»pwnn(loIt m haben, die Mittel- 
grösse als die Summe der Millalgrüssen der einzelnen Giiedur jener Summe 
unmillelbiii- aniicljon, 

Anmerkung, Mm konnlc die Milloljjrossc oiuer aiideru gegebenen GiO'?se ;uKh 
folgendergcstalt deliniren. — Angenommen, dass X' irgend ein dem X unendlich 
nahe lieL^pnitor Punkt ist, so wird durch den Üeberiirin}! des in A'' ilio gegebene 
Grösse um ein uneudlicti Weniges ihren Werth andern. Diese Aenderuug lässt dich 
als ein inneres Product d»rsieHen, von welchem die unendlich kleine Linie X'X 
der eine Factor ist. Der andere Factor, halb genommen , heisst die Mittelgrösse 
der f^ogebenen. 

So ist von AD X XC die Aenderang 

= Afi X X'C —ABXXC^ABX X'X, 
und daher y-^^ die Wtlelgrdsse von AB X XC. 
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Ferner ist von XÄ X die Aendcrung 
= { Z'uT-lr X<} X [X'X+XB) — X4 X Z'-VX ( -j- .O; + A 'A'^ ; 

also, nach WeglasNing des gegen das ersto unendlich kleinen zweiten GtieUüä, die 
MiUelgrösso von X \ X Vß , =^ -~f Xl -(- \/; r=a A'J#. 

Eben Im Jet &idi die ^liUelgrüs^o von XA\ ■= XA : von XA, =4'; u. s. w. 

Der in §. I 4 cMhaUcne Satz lässt sich auch Iblgcndorgestalt ausdrucken: 
zwei Summen von Gn'ss'^eii zwciicr Stufe sind nur dann und dann immer ein- 
ander gleich, wenn «ilcii hhcit /wischen ihnen besteht, sobald für A ein be- 
stimmter Punkt ij;esclzt wird, und wenn die Mittclgrüssou beider Suinmcu ein- 
ander gleich sind; — ein Satz, der übrigens wörtlich auch für zwei Summen 
von Grossen erster Stufe gilt, indem die Jlliltelgrösse einer solchen Summe nach 
der in voriger Anmerkung gegebenen Definition die halbe Summe der Gewichte 
der in ersterer Summe enthaltenen Punktj^rössen ist. 

Miflolst die<;es Criterinms der (ileichbeit kann man von einer gegebenen 
Sununc \ nn (.rossen zxsnlci- Stui'e, welche wie im \origen (Jurch ,^ + ^SV/A'/l"- 
ausgeUruckt werde , die Rc'duclion auf die ein^acll!^le Form sehr leicht bewcik- 
stelligon. Unterscheiden wir die drei hierbei allein möglichen Fälle (§. 4 4), 
jenadhdem die Miftelgrösse^crXl der gegebenen Summä entweder sbO, oder= 
einer Shecke k, oder — - einer Punktgrösse j/A'V ist, und bezeichnen wir der 
Kürze willen die Summe . / + XorX4'', als eine von XabhSngige Grösse, mit 
[X\\ also auch / -f- :^aOA^ mit [0]. 

Im crstcJi Falle ist 

(a) [X] = [O], 

d. h. = einem innern Streckenproducte. Denn diese Gleidiung bleibt richtig, 
wenn statt X der bestimmte Punkt 0 gesetzt wird. Femer ist die Mittelgrösse 
der linken Seite der Gleichung = 0 nach der Vorausselzune : die der recTilen 
Seite ist es , w eil die rerlite von A"^ unabhängig i-^f Es sind daher auch die 
Alittel-:! osscn Ikm(|i r Seilen einander gleich; folglich u. S. w. 
im /weilen Falie wii'd man setzen können: 

(b) [X] = SA? X XN. 

Denn das innere Product k X ON, in welchem k eine -cgebene Strecke und 
O ein bestimmter Punkt ist, kaim nach verschiedener Annahme de«? Pufiktes A'' 
nlle moiilichfni Werlhe erhalten. Es wird daher immer N so bestimmt wer- 
den können, dass 

Hierdurch geschieht der ersten Urdin-tini^ IVu die dun li ib; ausgedriickle 
lileichhcit Geniige. Es wird aber aucli die zweite Bedingung erfüllt, weil die 
Millclgrössc der einen, wie der andern Seite von (b), = /c ist 

Ist endlich drittens die Mittelgrösse der gegebenen Summen = ftXMy so 
setze man, damit auf beiden Seiten die Mittelgrössen einander gleich werden: 

40 
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(c) [a:] = Iii / • + y^n 

wo 7' ein iiinores Sti{ ckonpi otlucl bedeutet , dessen VVei lh we^en der übi iL:<'ii 
nocli zu ertVilliMuK'n ({» (liiiguna; so zu beslimnien ist, dass (ileidiiieit nocii 
herrscht, wenn statt A ein besUuiiutcr Punkt 0 gcscHzt wircl, und woraus 

r ^ - [0] - OM^ 

folgt. — V.'w SuiniiK' von (.los^cn zweiler Stufe Utsstsich daher, jenaclidein Ihre 
Mittelgrösse entwedei luill , oder eine Strecko, oder eine Punktgrösse ist, auf 
ein inneres Streckenproduct, oder auf ein inneres Product einer Strecke in eine 
Punktgrösse, oder auf die Summe eines Punktquadrats und eines innern Strek- 
kenproducts reduciron. 

§. ^^ 

Zusätze und Erläutenmgm. 1 . Die Bedingung 2aXA 0 , welche für 
den ersten der drei jetzt betrachteten Falle stattGndet, drückt aus, dass von den 
Punkten .4, A*, .... mit den an ihnen angebrachten Gewichten a, r/, . .. jeder 
der SchwerfMuikt der jedesrnal übriiL'en ist^). Wird diese Bedinpuits; erHint 
SO ist ziilolc,'!^ 'nl die Siurnne | A j. loliilich auch 3rfA'.4-, von A un.ilili;iii-ig; 
d. h. die Suumie der mit den resjKtctiven G<nvictiten luuiUplicirtcu tjmulrate 
der Entl'emttngen der Punkte A, Ä\ .... von einem und demselben Punkte X 
ist für jeden Ort von X von gleicher Grösse. — Mehrere aus diesem schon 
früher bekannten merkwürdigen Satze von mir abgeleitete Folgerungen findet 
man in Crelle's Journal Tür Math« matik, Band 26, Seite 26. 

2. Im zweiten Falle, wo die Mittelgrösse von [X] eine Strecke /. ist, war 
ein Punkt iV derge.stalt zu l)e«;fimmef>. dfiss die Gleielmn<i ^(T = J/, x OA'bc- 
friediüit wurde. Dieses kinin aber auf nnzalili^c AVi'i>eji jit-hehdii'n Denn Tür 
einen von iV verschiedenen Punkt A'| wird gleichfalls [0] = ik x OlSi\ sein, 
wenn k X ONi — ik X OJV= 0, d. i. kx NNi = 0 ist, also wenn die 
Linie NNi gegen die Strecke k eine perpendikulare Lage hat (§.'?). oder, 
anders ausgedrückt: wenn A\ mit ;V in einer und dei'selbon die Strecko k 
rechtwinklig schneidenden Ebene liegt. 

Auf Gleiche Art erhellet, dass der Werfli des Products ans einer Stf-ecko 
in eine PunktgrÖsse, Avie k X XN b<^'\ Aciiderung des Orte<; V dei' Irt/.tci'n 
.dann und nur dann sich nicht ändert, wenn der neue Punkt A^ in einer dtacli 
N gelegton die Stredce k recfatwmklig schneidenden Ebene enthalten ist. Denn 
für jeden Punkt Ni dieser Ebene, und für keinen andern, ist die Projoction von 
XNt auf k von der nämlichen Grösse (§. 5). Man nennt deshalb das Product 
aus einer Strecke in eine PonktgrÖsse eine Plangrösse, und die durdi die Rich- 
tung der Strecke nnd den Oii der Punktgrösso auf gedachte Weise bestimmte 
Ebene die Factorex^läclie, der Plaogrüssc. 

t ) Denn weil, wenn ^«XA =3 0, immer auch = 0 UDd daher <»' 4* «" + • . • — » 

ist (§.<<), so ist crstere (ilcichung unter .'indcrn identisch mit 

a'ÄA' -J- «!'X^> + ... as= — ttXA = {« + «" + ....) XA, 
wonach A der Schwerpunkt der in A\ A", . . . beflndlichen Gewichte n', ... ist. 
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3. Bei dem dritten Falle, wo [X\ auf die /ifache Summe eines innern 
Slreckenproducts i' und eines Punktquadrats XM^ reducirbar isl, sind zwei 
Unterfalle zu untersdieiden, jenadidem das Streckenproduct /' negativ oder 
positiv ist. 

I^t es negativ, so lässt sich ilic Sunune XJU^ + 1* auf ein einziges Glied 
'/tu iii kliiliirn. Man ziehe nänihch dmcli M eine Unio nach beliebiger Rich- 
tuiii,' und hcstiniinc darin zwei von 3f nach cutgegcngesetzton Richtungen gleich- 
weil entlerülc Punkte Ä' und L so, ciass jUK' = ML^ = — 1 ; hierdurch wird 

Xaf* + r =s (Jöf + MK) X (XM - MX) 

= (Xif + MK) X {XM + AfL) = JCJTx XL, 

iiiul folglich [A'"^ = //-VA' X XL — di-iu «lachen dos iniicru Protiiu'ls /wein- 
PunktgrösseHj deren Oet ler A und L aus M und i ' so zu bestimmen sind, dass 
KL^ s= — ir, und XL von M hatbirt wird, oder mit andern Worten: dass 
X und L die zwei Endpunkte irgend eines Durchmessers einer Kugel sind, 
deren Halbmesser = |/ — i' und deren Mittelpunkt M ist Wie man hieraus 
zugleich ersi^t, besitzt das Product zweier Punktgrössen XXx XL die merk- 
würdige Eigenschalt, dass es ungeändert bleibt, wenn statt X und L die End- 
jinnlvtc irpjend eirif^s nndern Durdimessers der «in A'L als DnirhTnessor l)e- 
schriebenon Kui;cl i;o>('lzl wenien. Bs wiitl aus difsern (irunde das innere 
Product zweier Punktgrössen eine KugelgrÖsse, und die Fläche der Kugel die 
FacUtrenßäxhe der Kugelgrosse genannt. Die Hittelgrösse der letztern ist XM 
oder die Punktgrösse, welche zu ihrem Orte der Kugel Mittelpunkt bat. 

Ist r positiv, so wird der Halbmesser der Kugel imaginär.. Untersuchen 
wir daher, ob sich nicht in diesem Falle die Summe XM'*' + i' an eine Kugel 
knüpfen lässt, welche gleichfalls M zum Mittelpunkte und einen Halbmesser hat, 
dessen Quadrat ^ /' ist. In der That findet sich, wenn K und L die End- 
punkte irgend eines Durchmessers dieser Kugel bezeichnen : 

XW« + r = JTJIf* + MK'^ 

= \{XM-\' MXy -h \ [XM^ MK)^ 

= MXf + ^iXM-k-ML)- 

= j XK^ + \ XL^. 

Die Summe der Quadrate zweier Punktgrössen ~{XX^ + XL^) besitzt 

hiernach dieselbe Eigenschaft, wie das innere Product dieser Grössen XKxXL, 
und wird deshalb gleichfalls eine Xugdgrösse genannt. Auch ist wie vorhin 
der Ort ihrer Mittelgrösse der Kug^l Mittelpunkt. Die Summe [X\ aber wird 

= -^{XK' -^ xi:^). 
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4. Nach diesem allen können wir das am Schlüsse des vorigen §. ge- 
wonnene Resullal kurz also aussprechen: Jenaclidom von einer Summe von 
Grössen zweiter Stufe die Mittelgrösse null, oder eine Strecke, oder eine Punkt- 

ir, oss«> i«t. i<;t <Iie Sufnmc sollest ein inneres Streckcnproduct, oder eine Plaa- 
gi'öüse, oder eine Kugclgrö&sc. 

§. 18. 

Wir haben im vorigen Bedingungen kennen gelernt, unter denen die 
Functionen von Punk%rössen XK X XL und XK^ + XL^ bei Aenderung der 
Oei'ter ihror T*tinktP h" und f. unverändert l)leibr ri. Es lässt sieh leicht doHhnn, 
dass jene Jiedin<^ungen zu-Icich die oinzi^-cn sind, unter denen die bcuici'ktcü 
Functionen ihre Werllie uuvenuideii j^ehaileiu 

Denn soll XKx XL sidii nicht ändern, wenn statt K, L die Punkte F, 
G gesetzt werden, soll also die Gleichung 

A A' X XL ^ AT X XG 

bestehen, so müssen (§. 16) erstens die Mlltelsjrossen beider Seiten einander 
^Meh sein, also [§. 15) XAf = XU, wenn M und // die Mittolpiinkte vt)n KL 
und t Q bc2eiclmcu« Hieraus l'olgt XM — XU — UM = ü , (J. h. die MiUel- 
punkto von KL und FG müssen zusammenfallen. Die zweite noch zu erAil- 
lende Bedingung fiir das Bestehen der Gleichung ist ihre Biicbtigkeit, wenn für 
X ein bestimmter Punkt gesetzt wird. Nehmen wir als sokhen lien gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt M der Linien KL und FG, so ßndet sich, weil — MK 

= ML =^ 1 KL und — JlfF = il/ö = y FG ist: m? = FG^ d. h. KL und 

FG luiis.-t'ii t^lcicli >cui, Ziiiij Bivsli'lien der Gleirlniiii; i«t d.dicr nicht 
allem hiiaeiciiend, soiideru auch nutijwendig, dass KL und tU Durchmesser 
einer und derselben Kugel sind. 

Ganz auf dieselbe Weise crgiebt sich die nämliche Bedingung als hinrei- 
chend und nothwendig für das Bestehen der Gleichung 

XAT^ -H XL* = X/?* + XG^ 

J)enn hieraus lol^t die zwischen (ien Millelgrö&öCii zu erfüllende Cdeichung 

XAT -I- XL = XF + XG, 

d. i. XMj=s XH, wo il/und H die vorige Bedeutung haben. Wie vorhin müs- 
sen dalier KL und FG einen gemeinschaWichen Mittelpunkt haben, und r>s 
kommt, wenn man diesen Punkt in der erstem Gleichung für X subsütuiit: 
Kl? = FG-; folglidi u. s. w. 

Als Ziip-ihft zu diesen T^(nt';H;titiFii::en i,V(iII(Mi w ir uocJi zu eniiiKcIii sirrlini, wie 
uberiiuupt l)ci der Suiuiuc zweier l*uiikU|uacirate mit beiiebigea Coellicicntcn, wie 
aX4* 4* ß^B"*^ die Punkte A und B geändert werden können, olme dass sich die 
Summe selbst ändert. — Soll, wenn man A und BinC und D verwandelt, noch sein : 

(a) uXÄ' -H ßXB^ = uX(? + ßXD*, 

80 niuss zuvijrdersl die Gleichung zwischen den Hitlelgrössien beider Summen 
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ttXA + ßXB = aXC + ßXD 

bestehen. Mit Ausschliessung des Falles, wenn a'\' ß—ii ist, und wo die Sum- 
men in (a) Plangrösseo werden (§. 1 3 und §. 1 7, %), kann man aber setzen (§. H) : 

vlXA + ßXB » (a + ^) m also auch 

uXC + ßXD + ß)XM. 

Hieraus folgt, wenn man XmM ilf zusammenfallen lässt: 

(b) «i/.l H- 0, 

(c) «IfC + j^i/i? = 0. 

Weil nach die Liiiit^n MA und Mß einrrlci orli^r oiiteciroiii:csTf7lf« Richlun- 
geo haben (§. 4 ), so mm& M ein Punkt der Geraden AB^ und oben so jiach (c) ein 
Punkt der Geraden OB sein. Beide Gerade müssen sich daher in einem Punkte Jf 
schneideil, und dieses so, dass 

(d) AMiMBxAB^CMiMD',CD«=>»ßiiJtxa^ß; 

oder, was d.is« II«- nuMli ücki: der Scliwerpunkl der Gewichte « und mögen 
diese in A uud ^, oder in C7und D angebracht werden, muss ein und derselbe 
Punkt Jf stiiu. — 

Zweitens muss die Gleicljuiig richtig sein, welche (a) licrvorgelit, wetui 
statt JTein bestimmter Punkt, er sei Jf, gesetzt wird, also die Gleichung: 

aMA-^ ßm^ = uM(? + ßMD*. 

Subslituirt mau hierin für MB und MD ihre aus (b) und (c) fliessenden 
Werthe, so kommt 

JM' = JfC*, , 

mithin auch MB' ~ MD'^ und Ati* =z CD*, wegen der Proportion (d). Dies führt 

uns zu IVilsfiidctn lU'sultalo: 

TAm tiieila die Linie AB in AI nacli Ucni Verhältnisse ß : u uud beschreibe um 
M als Uitlelpunkt mit MA und MB als Halbmessern z>\'ci Kugelflächen ; und es wird 
die Summe uXA* + ßXB'' bei Aenderung der Ocrlcr von A tiod B dann im l nur 

d.mn uupp;»nf!«>r' ?*U>ibßn, wenn die iipncti Oerlcr C und J) chi^o so \vic .1 und // 
üulbi>t, die inirchschuille einer i>eliebig durch M gelegten Geraden inil der ersten 
und zweiten Kugolfläche sind ; nur müssen, jenachdem das Verhältniss ß : a positiv 

oiliT firi^.ifiv i-t, tind rl.'ilifr A Tirid /? nur viTsr liicdonen oder einerlei Seiten von Jf 
liegen, dieselbe Ldgu gcgiui M aucii C uud ß haben. 

Der in §. IG bowicseno Satz, die Reduction einer Summe von Grössen 

zwcit(M' Stufe hotrelTcnd, hätte auch auf ähnliche "Weise, wie rler e?>lspreclicnfle 
,Satz für Grö>sf«n rrstcr Stufe in ^.11 imd 12. und somit auf CTnoiii mehr 
(lirecten Wege dar^elli.ui wcrdt ii kuimrii. Ich balto (^9. jedoch fur iilioillüssig, 
bei der hierzu notliigea ßechnung uiicli aulzuliullcn, und will nu«- noch zeigen, 
wie die Beiluction einer Summe zweiler Stufe in den einfacheren Fällen unmit- 
telbar ausgeführt werden kann. 

1. Die Summe einer Plangrösse, wie AB X XC, und eines innern Stre- 
ckenproducts ist auf eine.Plangrösse reducirbar. — Denn das innei-e Strecken- 
product kann man = AB X CD setzen, als welches Product nach der ver- 
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schiedcncn Annahme von D jedweden Werth haben kann. Hierdurch aber 
wird die Summe 

:^ABxXC+ABxCD=zABxXD. 

2. Die Summe zweier und folgUcli auch uiohrcicr riaugrösscn irst auf 
eine Plangrosse redudrbar. — Denn die Summe 

(S) \H X XF ■\' DEx XG 

wiixl, wenn man an B eine Linie BC^ — DE, setzt, 

^ AB X XF BC [XF FG) 
= ACxXF-^BCxFG 
= einer Plangrosse, nach vorigem Satze. 

Die Summation zweier Plangrössen lixs&l aidi audi uovh aui folgende 
etwas einfachere Weise bewerkstelligen Weil , wenn AB der Streckenfactor 
und L irgend ein Punkt der Faktorenfläche einer Plangrosse i6t, letztere selbst 
AB X XL ist, so erhält man als^dio Summe zweier Plangrössen, wenn AB 
und DE t]rvvi\ Slreckcnfactoron unrl /, oin den Factoronnädicn beider gemein- 
sdiaflli<her Punkt» also irgend ein Punkt in der Durchschnittslinie beider 
Flädien ist, 

ABXXL-^ DE x XL, = [AB DE) X XL =^'AC X XL, 

wenn man, wie vorhin, BC = DE machtw 

Nur in dem Falle, wenn die zwei Faclorciitluchcii einander parallel sind, 
leidet dieses Summationsverfahren keine Anwendung. Alsdann sind aber auch 
die zwei auf ihnen perpendikularen Streckenfactoren AB und DE einander 
parallel, und man kann daher (§. 4) DE = aAB setzen. Hierdurch wird 
die Summe (S) 

= ABxXF'\' aABxXG 
= ABx {XF + aXG] = {\ +a)AB x XH, 

alöO = einer Plaiiijrössc, wenn man (§. H ) 

XF-^ aXG^{ \ ■^a]XB 

setzt, l.asst in.ui hierin A'tnit G ziisammonfallen, so kommt: GF =^ {\ ^tx)GB, 
und es ist dalicr der Punkt H in der Geraden FG so zu bestimmen, dass man 

GH ^ GF macht. 

3, Die Summe von Punktquadraten crA' I"'. r/A'^'-, — , deren Coeffi- 
cientcn or, er', .... Null zur Summe haben, lasst sidi auf eine Plangrösse rcduci- 
ren. Denn sei 0 ein fM'liehig bestimmter Punkt, so ist 2aX(fi = X(ß2a=0, 
wegen = 0, und daher 

= :S€f ( XA- — XCC) 
= 2:a{XA + XO] X (XA — XO). 
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Es ist aber, wenn M, M' die Millelpimkte von OA, OÄ, .... bedeuten: 

XA + TO = %XM, XÄ + X0= %XM\ u. s. w.; hiermit wird 

^crX4« = iSaOA X XM, 

tl, i, = einer Suiauio von Plaiigiösscjj, = oiiicr cinzii^on l'langrössc nach 2. 

4. Weil XM=i OM — OX, so kann man die letzterbaltene Gleichung 
auch schi'Cibcn: 

SaXA^ = %SaOA x OM~-%OXx SaOA 

Ist daher nicht allein Xce, sondern auch SclOA null, so wird 

22LaOA x UM; 

d. h. eine Summe von Punklquadraten 2^aXÄ- lässt sidi, wenn ihre Midel- 
LMösse ^V/A'l null ist (als woraus ^aOA = 0 und .2c U folgt], auf ein 
iuiieres SU'cckenproducl reduciren. 

5. Ist £a nidit 0, so wird nach 3.: 

SaXÄ^ = 2ot{XA^ — X(ß) Xa.XCP^ 

= "iSaOA X XM + Sa . XO^ 

=^ einer l'liiiiunisse -|- ( iiu iii Punklquadiale. Diese Summe laa.st sich aber, 
aui ülmliclie Al l, wie 2.ux -f o? in {oj + a]"' — a*, in die Summe eines Punkt- 
quadrats und eines innern Slreckenproducts umwandeln. Auf eine solche 
Summe ist folglich eine Summe von Punktquadraten , wenn die Summe der 
Coefficienten der letztem nicht null ist, stets reducirbar. Vergl. §. 4 6. 
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